Chapitre 6

Analyse factorielle en composantes

I - INTRODUCTION

Cet ouvrage est consacré 3 la condensation de l'information sur une
structure finie ; toutefois il est important de reconnaltre que les métho-
des d'analyse factorielle sont particuliérement utilisées en Analyse des
Données. Ces méthodes proposent une représentation euclidienne de conden-—
sation qui n'est par conséquent pas finie. Le but de ce chapitre est d'a-
bord de présenter les deux principales méthodes d'analyse factorielle
1'Analyse en Composantes Principales (Hotelling, 1933) et 1'Analyse des
Correspondances (J.P. Benzecri, 1963). Il s'agira ensuite de situer 1l'ap-
proche factorielle par rapport & 1l'approche classificatoire, laquelle,

domine notre travail.

Pour présenter l'analyse factorielle au paragraphe II, nous profiterons
de 1'expérience d'un cours que nous avons assuré & l'Université de Rennes],
que nous résumerons en cherchant 3 préserver son caractére pédagogique.
Etant donné un nuage fini (i.e. ensemble fini de points affectés de masses
finies) dans un espace euclidien (espace vectoriel muni d'une forme qua-
dratique définie positive donnant lieu & une distance), le probléme de
l'analyse factorielle se raméne & la recherche d'un sous~espace affin
S de dimension donnée qui rend minimum la somme pondérée des carrés des
distances 4 S des différents sommets du nuage. La représentation consiste
alors en la projection du nuage, au sens de la métrique définie par la
forme quadratique, sur le sous—espace S trouvé. La nature mathématique du
probléme est donc toujours la méme ; ce qul est en jeu c'est d'une part
1l'espace de représentation et de condensation de cette derni&re ; d'autre
part, la nature du critére qui est ici directement 1ié 3 la représentation,
puisqu'il s'agit d'un moment d'inertie.

II - LES DEUX PRINCTPALES METHQDES D'ANALYSE FACTORIELLE

. REDUCTION D'UN ENDOMORPHISME SYMETRIQUE

Un espace euclidien est un espace vectoriel de dimension finie muni
d'une forme quadratique définie positive., Nous noterons & un tel espace et
q la forme quadratique dont il est muni., A q correspond un isomorphisme de

& sur son dual &% = (& R) : ensemble des formes linéaires sur & ; cet
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isomorphisme noté &galement q est défini de la fagon suivante : pour

x € &, q(x) est la forme linéaire de &* qui associe @ tout y de &, le nom
bre réel q(x,y). L'isomorphisme réciproque q—] permet de 'transporter”
dans & les éléments et sous espaces de &*. La notion d'orthogonalité ini-
tialement définie entre un &lément de & et un &lément de & (x € & et

* * . * a PR
y € & sont orthogonaux si 1l'on a y (x) = 0), peut étre définie dans &,
pour q ; ainsi, deux vecteurs x et y de & sont orthogonaux pour q si x et
q(y) le sont ; c'est-a-dire si q(x,y) = 0, relation symétrique en x et y.

Si & est un espace euclidien pour la forme quadratique q, dont la di-
mension est notée m, on démontre qu'il existe dans & une base {ejflsjsm}

telle que l'on ait q(ej, ek) =0 pour j # k et q(ej, ej) = 1 pour 1<j<m.
Une telle base est dite gq—orthonormale.

Si & est un espace vectoriel de dimension finie, rappelons l'existence
d'un isomorphisme canonique entre & et &™* défini de la fagon suivante :
d x € & on fait correspondre ¥ € 8" dafini tel que

(vy* € 8%),X6™ = ¥ ().
Cet isomorphisme permet 1'identifiaction de & et de g**

Soit ¥4 un second espace vectoriel de dimension finie ; rappelons éga-
lement pour toute application linSaire 2 de & dans &Y : £ € &,9),
1'application de u@irdans &¥ . 2% > 2% 2, est une application linéaire
que 1'on appelle transposée de 2 et que l'on note te ; tEE%E(ng,ﬁ*). On
a (x € &), 2" @ =2T2W]I.

Soit maintenant & un espage euclidien pour une forme quadratique q et?®
un endomorphisme de & : 2 Ei(&,&) ; le transport au moyen de q de la

structure de & dans & permet de regarder 2 comme une application linéaire
de & dans g* . pour tout x de &, 2 (x) sera la forme linéaire sur & qui a
tout y € &, associe le nombre q(® (x),y). Y2 est alors €galement une appli-

. *k . P
cation de & = & dans &" et on peut parler de symétrie pour £ : % = g,
qui s'exprime par la relatiom

(¥(x,y) €& x &), @ x),y) = q&x,2 ()

2 @&tant un endomorphisme d'un espace vectoriel &, le sous espace propre
de £ relatif & la valeur propre A ést défini par

&) = {x/2 x) = xx}
A est une des racines de 1'équation dite caractéristique
dét(®-¢1) = 0,

od | désigne l'application identique ; cette &quation fournissant 1'ensemr
ble de toutes les valeurs propres de 2.

L'endomorphisme £ est dit trigonalisable s'il existe une hase
{fj/]sjsm} par rapport d laquelle la matrice de 1'endomorphisme est tri=-
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diagonale ; en d'autres termes : R(f])=a]1f],2(f2)=a21f]+a22f2,...,2(fj)=
aj]f1+aj2f2+...+ajjfj,...,2(fm)=am1f1+am2f2+...+ammfm.
2 est diagonalisable s'il existe une base {fj/lsjsm}’par rapport d laquel-

le la matrice de l'endomorphisme est diagonale ; en d'autres termes :
Q(fj)=ijj pour tout j, I<j<m.

On démontre que l'endomorphisme £ est trigonmalisable si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont réelles, il est diagonalisable si de plus,
pour toute valeur propre A, la dimension du sous espace propre &(}) est
égale 3 la multiplicité de A comme racine de 1'équation caractéristique.
(cf.[4] § Th. 5 et 6)

Si & est un espace euclidien pour q, le caractére symétrique d'un endo=-
morphisme £ de &, permet précisément de montrer que les valeurs propres
de ® sont réelles et que, pour toute valeur propre A, la dimension du
sous espace propre &()\) est égale 3 la multiplicité de A comme racine de
1'8quation caractéristique. Par conséquent £ est diagonalisable. Soit

{AI’XZ""’Xh} 1'ensemble des valeurs propres de £, y compris, &ventuelle-
ment, la valeur propre 0 ; et soient TysTosenesTy les ordres de multiplici=
té respectifs de A]’XZ""’Ah comme racines de 1'é@quation caractéristique.

On a, dim S(Ai)*= T; et ri+ry+...+r =m.

On peut par conséquent construire dans chaque 8(Ai) une base g-orthonor—
male de r. vecteurs propres associés a la valeur propre Ai ; deux vecteurs
de deux sous espaces propres distincts étant gq-orthogonaux, on obtient ainm
si une base {fj/lsjgm} gq-orthonormale formée de vecteurs propres.

Dans la mesure oG X dérive d'une forme quadratique Q sur &x& :

(V(x,y) € 8x8), q(® (x),y)=q(x,2 (y)=Q(x,y) ;
la base {fj/lsjsm} formée de vecteurs propres de £ est & la foils q ortho-

normale et ‘Q-orthogonale ; de plus, si f est un des vecteurs de la base
associé a la valeur propre A, on a

Q(f,f) = Aq(f,f) =2X;

par conséquent, toutes les valeurs propres de ¢ sont positives ou nulles
si la forme quadratique Q est positive.

A la décomposition de & en somme directe de sous espaces propres
E=80) BER) ® ... ®DEQY) (1)
on peut associer, au moyen de 1'isomorphisme q, une décomposition duale

de g* : * % * * -
& =8(>\])98(>\2)®...08(7\h) (1)

- L ok . . ~
ol on a noté & (Ai) = q(&(ki)) pour 1gigh 8¥(Ai) peut d'ailleurs &tre
défini comme suit
&*(xi) = {y € &*/u(x) = 0 pour tout x € &(kj) et j# i}.

- . . . * .
2 étant un endomorphisme de &, % est un endomorphisme de & . On peut ai-
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o *
sément montrer que la ci-dessus décomposition de & est celle en sous es-

pace propres relativement & Y9 dont 1'ensemble des valeurs propres est le
méme que celui de 2. Réciproquement si uE&¥(Xi) : sous espace propre de )
relatif & la valeur propre ki ; le vecteur x de & tel que u=q(x) est vec-
teur propre de £ relatif i la valeur propre Xi. notons que si xE&(Xi) est

de norme unité (q(x,x)=1) ; q(i)eﬁ*fli) est tel que

% IqGKx) = qx,2 (x))= A
Remarquons enfin que si £ dérive de la forme quadratique Q, on a
¢=ql0qQ e % =qoq”

ol Q désigne 1'application de & dans &¥ : x - Q(x,.)
2. CONDENSATION DE LA DIMENSION DE L'ESPACE DE REPRESENTATION D'UN NUAGE

2.1. Caractéristiques liées i un nuage de points dans un espace eucli=
dien

Soit & un espace vectoriel de dimension finie m sur R. On appelle "nu=
age' un ensemble fini de points de & dont chacun est affecté d'une masse
ponctuelle finie, positive. Le nuage peut 8tre représenté par

v/Vn= (M ,0) /1 €T} (N
oi T ={1,2,...,n} est 1'ensemble fini d'indexation de 1'ensemble des
points du nuage. La masse totale du-nuage est

LI T (2)
i€r
Le centre de gravité G est le point de & défini par 1'équation ponctuelle
_ 1
i€r
qui est le reflet de 1'Equation vectorielle.

i

OG"

> . bz e = : - 1
Z U; OM, qui s'écrit également (G-0) T Z ui(MivO).
i€r i€r
oi O désigne l'origine.
Le support affin A du nuage est la plus petite variété linéaire conte~
nant tous les points Mi. On peut aisément voir que A qui ne contient pas

en général l'origine contient nécessairement le centre de gravité.G. A se
déduit par translation du sous espace vectoriel § engendré par 1'ensemble

des vecteurs
{(4;~6) fi€1} ()

Supposons i partir de maintenant que & est un espace euclidien pour une
forme quadratique q. Soient s et t deux vecteurs unitaires (q(s,s)=q(t,t)
=1) et soient H et K les deux Kyperplans, passant par G, d'équations res—
pectives.

q(s,M=G)=0 et q(t,M=G)=0, (5)

qui sont respectivement g-orthogonaux i s et & t,
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La distance (pour q) d'un point M. d H est q(s,Mi-G). Le moment d'iner—
tle du nuage par rapport d& H est défini par
2
) ui{q(s,Mi-G)} (6)
i€I
Signalons, en vertu d'un th&oréme de Huygens, que si H' est un sous espace
affin paralléle a H, le moment d'inertie du nuage par rapport a4 H' est

égal 3 la somme du moment d'inertie par rapport 3 H et du produit par la
masse totale'u du carré de la distance de H 3 H'.

Le produit d'inertie du nuage par rapport aux dewx hyperplans H et K
est donné par la formule

olu,v)=} uiq(s,Mi-G)q(t,Mi-G) @)
i€l

ol on a noté u = q(s) et v = q(t).

On peut, comme ci-dessus signaler, que si H' et K' sont deux sous espaces
affins respectivement paralléles 3 H et K ; le produit d'inertie par rap-
port 4 H' et 8 K' est égal 3 la somme du produit d'inertie par rapport &
H et K et du produit par la masse totale u, du produit des distances de

H 3 H' et de K 3 X'.

Dans la formule (7), lorsque (s,t) décrit &x&, (q(s),q(t)) décrit 8*x8*,
puisque q est définie. La forme bilinéaire symétrique et possible sur &*x&"
définie par

¥ % .
(V(u,v) € 8°x8),0(u,v) = ] Hu(M;6)v(4;~G) (8)
i€1
est appelée forme quadratique d'inertie du nuage.
L'application o de &* dans & est définie par
u > o) =] Hu@=G) (M;~6) (9
i€
L'image par g de &* peut se mettre sous la forme
0(8*) = {x€ 8&/x = Z uiq(s,MirG)(MirG), pour § € &} 10)
i€r

On démontre précisément que g(&‘) est le sous espace vectoriel § engen—

dré par (4).

2.2. Axes factoriels et facteurs

q réalise un isomorphisme d'espaces vectoriels entre & et &% et
ag e%ﬁ(&*;&) ; de sorte que @ 0 q est un endomorphisme de & défini- par
x> go qx) = Z ﬁiq(x,MiﬁG)(Mi*G), (1)
i€T

cet endomorphisme est symétrique et dérive de la forme quadratique sur
&x8&, positive mais non définie

Qx,y)=dl o 0 q(x),yl = [ u.q(x,4;<0)q(y,¥;~C), (12)

i€T
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Considérée comme une application de & dans 8‘, Q se met sous la forme
Q=q000q (13)

On se trouve par conséquent dans la situation du paragraphe 2.1 précé-
dent oli le rdle joué par % est ici joué par ¢ 0 q

R =coqet® =qoa0 (14)
Par conséquent on peut associer 8 6 0 q et 3 q 0 ¢ les deux décomposi-

. ¥ . - - o, .
tions duales (1) et (1) du paragraphe précédent. Q étant positive, les
valeurs propres réelles Al’kZ""’Ah gont ici positives ou nulles. Dans le

cas, qui est celui des applications, oli on s'intéresse a la restriction

. * *. . L. . .

o' decdas ;g Gg[(s ,8) et gq E%{(S,S ) réalisent des isomorphismes
d'espaces vectoriels ; de sorte que les valeurs propres de ¢' 0 q sont tou-
tes strictement positives.

On appelle axe factoriel relatif au moment principal X(A>0), un vecteur
propre associé& & la valeur propre X ; il s'agit par conséquent d'un vecteur
s appartenant 3 8(A) ; c'est-3d~dire, tel que

0 0 q(8) = s, (15)

On appelle facteur relatif & A, une forme linéaire u appartenant a
g8¥(\) ; c'est-3-dire, telle que

q 0 ¢ (u) = Au, e

Dans les applications on ne rencontre pour ainsi dire jamais de valeurs
propres multiples de sorte que ces définitions conduisent & une détermina-~
tion unique, 3 une homothétie prés.

Si s est un axe factoriel unitaire : q(s,s) = 1, u = q(s) est un facteur
de norme vA pour ¢ : o(u,u)= A

Réciproquement si u est facteur de norme 1 pour ¢ : g(u,u)=1, s=o(u)
est un axe factoriel de norme ¥A pour q : q(s,s)=}

Deux axes factoriels relatifs 3 deux moments distincts sont gq-orthogo-
naux ; deux facteurs relatifs i deux moments distincts sont oworthpgonaux.

Dans chaque 8(Xb) (resp. 8*(Ab)), tho, on peut choisir une hase d'axes
factoriels (resp. de facteurs) g-orthogonmaux (resp. g-orthogonaux) de telle

sorte que les deux bases de 8(Ah) et de &*(Kh) se correspondent.

Un axe factoriel relatif 37 > O appartient au sous—espace § ; un fac=—
teur relatif 3 A > O est déterminé par sa restriction & §, un tel facteur
s'annulle sur le sous espace orthogonal (pour q) & §.

2.3. Caractére optimal de la représentation

Soit R un sous esgpace vectoriel de 1'espace euclidien S engendré@ par
1'ensemble des vecteurs {(M, —G)/1 € I}. En notant d(M ,R) la g—distance

d'un point M du nuage 3 R (i.e. mln{[q(M ~N,M. -N)1]/2/NER}), le moment
d'inertie du nuage par rapport @ R s'écrit
- 2
Mow®) = § ugdaoe,py®, (17
i€l
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Le probléme de 1'ajustement linéaire des moindres carrés consiste, pour
un entier k quelconque strictement inférieur & la dimension p de S, & trou-
ver dans la classe des sous espaces affins de dimension k, un sous espace
R par rapport auquel le moment d'inertie soit minimum. L'objet de ce para-
graphe est de montrer que la recherche des facteurs ou des axes factoriels
donne précisément toutes les solutions du probléme de 1'ajustement linéai=-
re. Commengons par remarquer qu'en vertu de la relation de Huygens, on
peut se restreindre. 3 la classe des sous espaces affins passant par le
centre de gravité G ; c'est-3-dire aux sous espaces vectoriels de S dont
1l'origine est le point G.

Donnons alors 1'expression explicite du moment d'inertie par rapport &
un sous espace R de S, de dimension k. Soit {ej/lstp} une base gq-ortho-

normale de S, telle que {ej/léjSk} soit une: base de R. Désignons par T le

sous espace supplémentaire gq-~orthogonal 3 R, dont une base est nécessaire-
ment {ej/k<j<p}. Les projections g~orthogonales sur R et sur T d'un vecteur

x de S sont respectivement
Xp = z q(x,ej)ej, Xp = Z q(x,ej)ej. (18)
1<k k<igp

Il en résulte que les moments d'inertie du nuage par rapport aux sous es-
paces R et T sont respectivement

MOR) = L wgaley oxg 00D = 1wl xg ) (19)
i€1 i€r

ol on a noté X, le vecteur (Mi-G) et ol, rappelons le, G est 3 1'origine
(G=0).

En décomposant par rapport 3 la base {e./lsjsk} et en inversant les
signes sommes, on obtient les formules

Mo (R) = ) o(q(ej),q(ej)),4¢b(T)
k<jgp 1<igk

H
~1

O(q(ej),q(ej)), (20)

et on a bien entendu

i€T 1<igk

La derniére expression est la trace (i.e somme des &léments diagonaux) de
la matrice d'tnertie de terme général (o(q(ej),q(eh))), par rapport 3 la

base choisie. Si cette base est formée de vecteurs propres de 1'endomor=-
phisme 0 0 q ; cette expression apparait comme la somme pondérée des va-
leurs propres, chacune comptée avec son ordre de multiplicité.

Soit A(1) > X(2)>...>X(h)>0, la suite décroissante des valeurs propres
de 1'endomorphisme 0 0 q de S. Désignons par r(c) 1l'ordre de multiplicité
de la valeur propre A(c) ; il s'agit de la dimension du sous espace propre
S(c) relatif & la valeur propre A(c). Si k est un entier inférieur &
p=dim(S), posons s(k) 1'entier, indice supédrieur de la somme, inférieure
ou égale a k, de la plus longue section commengante de la suite
(r(1), r(2),...,r(c),...,r(h)) ; en d'autres termes, s(k) se trouve défini
par la double inégalité



ANALYSE FACTORIELLE EN COMPOSANTES 309

I or(e) gk < ] r(c) (22)
1€egs (k) 1€cgs (k) +1
Avec ces notations on démontre le théoréme suivant (cf. [1])
THEOREME. Parmi les sous espaces R de dimension k' ; ceux qui réalisent le
minimum de MO(R), sont caractérisés par la double inclusion
S(1) ® ... ® S(s(k)) CRC S(1) & ... @ S(s(k)+1) (23)
Ce théor@me &tablit le caractd@re optimal de la représentation du nuage
par sa projection gq-orthogonale sur un sous espace R satisfaisant la condi=-

tion (23). Cette représentation fournit la meilleure approximation de di-
mension k du nuage au sens suivant : pour tout ensemble de points {Ni/iEI}

qui -soutend une sous variété lindaire affine de dimension k de S, on a
2 2
Lo ldon (0,M) 1 ¢ T oy, M) (24)
i€r i€r

ol Mi(k) désigne la projection gq~orthogonale de M, sur R et ol la distance

correspond 3 la métrique q. En effet, le premier membre de (24) n'est autre
que WoR) = § A(x).
k<rgp

Comme nous 1l'avons déja signalé, dans les applications numériques,
1'existence de valeurs propres multiples est tout & fait exceptionnelle ;
nous allons par conséquent préciser la représentation du nuage dans le cas,
que nous retiendrons désormais, ol toutes les valeurs propres sont simples.

Nous avons vu qu'il 8tait é&quivalent de rechercher les axes factoriels
ou les facteurs ; pour des raisons de simplicité@ technique qui apparaitront
ci-dessous et qui sont lides au fait que dans les cas pratiques la matrice
de q est diagonale par rapport & la base canonique, on procédde d'abord 3

la recherche des facteurs u],uz,...,uk,...,up ; dans 1l'ordre décroissant
des valeurs propres A(1),X(2),...,A(p) :
qo g (uh) = k(r)ur,lgrsp (25)
qu'on normalise au moyen de la condition
ot = §ufuTr-0)} = (26)
ier

. A P r
Le vecteur axial factoriel de norme | pour q, associé& 3@ u , est

a_= o(u’) /VA (D) (27)

En rapportant S au syst@me des axes factoriels {ar/lsrgp} ; on a pour le
point M. la décomposition suivante

Mi =G + Z q(ar,Mi-G)ar (28)
1STsp
formule qu'on peut &crire
Mo=G+ ] u (M-G)0@) (29)
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La représentation condensée du nuage sur l'espace R des k premiers axes
factoriels est définie par la relation trés importante

(ViED), M, ()=G+ [ o' (M,-6)0(") (30)
1Kk
ol Mi(k) est la projection g-orthogonale de Mi sur R.

Lorsqu'on détermine la suite ul,uz,... ; la représentation (30) permet,
pour k de plus en plus grand, de préciser de plus en plus la structure mé-
trique qui se trouve d'une certaine fagon extraite, d'od le nom 4'"extrac-
tion de facteurs".

2.4, Application aux. tableaux de données.

On s'intéressera seulement aux tableaux rectangulaires de description.
Soit T un tel tableau dont on suppose ici que 1'ensemble des lignes est in-
dexé par 1l'ensemble I des objets et que celui des colonnes par un ensemble
V de variables numériques. On note n=card(I) et m=card(V). Une méme ligne
i représente la suite des valeurs des différentes variables sur l'objet i ;
une méme colonne j représente la suite, sur les différents objets, des va=-
leurs de la j-éme variable de V. A l'intersection de la ligne i et de la
colonne j se trouve le nombre £.. : mesure de la j-&me variable sur le
i~éme objet. i

Dans ces condltlons, 1'espace & de représentation est identifié 3 1'es-
pace géométrique R qu'on rapporte i la base canonique {e /1<j<m} of e

est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la j-8me qui

vaut 1. Si {e*j/lsjsm} désigne la base duale de cette dernidre : e*j(eh)=0
. . * ~

(resp.1) si j#h (resp. j=h) ; e ; qu'on appelle la j-8me forme coordonnée,

représentemla j-8me variable vJ de V. L'objet i de I sera représenté par le
point de R~ de coordonnées (5 ""Eij"“’gim) ; c'est-3-dire, par le
point M défini par

M.-0 = ] £14° (31)
1<1<m
lequel est affecté de la masse s qu'on suppose donnée.
Le centre de gravité G du nuage est le point de coordonmnées
(gl,...,g ,...,gm) ol .
i
. = — .. 32
g5 = L = &5 (32)
€1
ol U est la masse totale.
La métrique q est supposée fournie par un tableau carrée mxm, symétrique
(qjh)’ 1j$m et 1<h<m ; ol

qjh = q(e.,eh). (33)
Dans ces conditions, la gq-distance entre deux points M et M. y (1€1 et
i'€I) est donnée par

2 _ 7
(dM, M) = ] G Es57E5r5) Gip~Eirg) (34)
(j,h)
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La forme quadratique d'inertie O est supposée précisée par sa matrice

C s . * . L
par rapport d la base canonique {e”./1<jsm} ; le terme général de cette
matrice symetrique est J

- ® ¥\ - _
O'jh = g(e j’e h) Z ul(ilJ gJ)(Elh gh), (35)
ier
qu'on peut mettre sous la forme
%in = 1 HiEijBin T H8i8n
iel
en vertu des propriétés du centre de gravité.

. * P s

Le facteur u, vecteur propre de 1'endomorphisme q 0 0 de € , relatif 3

la valeur propre ), sera déterminé par la suite de ses valeurs sur la base
canonique ; en d'autres termes par les &quations

q o G(u)(ej) = Au(ej) 3 1<i<m (36)
solt, en détaillant
Z Uiu(Mi-G)q(Mi_G’ej)—= >\l-‘-(‘aj) H lfjfm 37)
i€1

En exprimant (Mi~G) par rapport 3 la base canonique et en notant uj=u(ej),
la formule (37) peut €tre amenée 3 la forme suivante
) L Opdyity= Mg s Igism (38)
I<h<m  1gk<m

Pratiquement (Analyse en composantes principales et des correspondances),
la matrice (q.k) est diagonale ; de sorte que la relation (38) se simplifie
et devient J

z dhjq..u = Xuj, 1<j<m, (39)

Sur la forme linédaire w qui se dé&duit de u par

W(ej) = Wj = u_]/vq_]_] pour [<j<m, (40)
1'équation (39) se traduit par
/2. _ .
Z Gh_] (q_]_]qhh) wh, = ija lsJ\<m9 (41)
I<hsm

On se raméne ainst, pour la recherche des facteurs, & la diagonalisation
de la matrice symétrique mxm de terme général

1/2
Op . = Op.(q::que ;
nj = %hj (41%an’
le vecteur (u],...,uj,...,um) définit la suite des composantes du facteur
relatif 3 la valeur propre A
*
u = .e . 42
L ouges (42)

lfjfm

u apparait ainsi comme une variable de synthé&se obtenue i partir des di-
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verses variables v de V par la combinaison linéaire de coefficients les

u..
J
A chacun des facteurs de la suite (ur/ISrsk) des k premiers facteurs on

impose la condition de normalisation (26) qui se met ici sous la forme

r.r r r
og(u™,u’) = Z Ujhu 9 1, pour 1<rgk, (43)

rappelons que les différents facteurs sont O-orthogonaux comme relatifs a
des valeurs propres distinctes.

L'axe factoriel o(u), oll u est le facteur relatif 3 la valeur propre },
se met sous la forme

o(u) = ] W;u(M;=6) (M;-G) = TP (44)
i€1 (j,h)
g(u) est de norme Y pour q.
La formule de représentation condensée du nuage devient
(Vi€I), M, (k) = G+ ) N dr (45)
1<rgk
-~ . - r ~
ol {ar/ISrSk} qui représente {o(u )/VA(r)/l<r¢k} est un systéme g-orthonor-
mal de vecteurs et od
(Vr, 1\<r$k)’ nir = V)\(r ur(Mi—G)= V>\(r) Z urj (Elj—gJ)a (46)
i<
Le nuage sera dans ces conditions représenté danisk dont 1'origine dé-
finit le centre de gravité G et la base canonique, {ar/lsrsk} ; de la sor-

te la métrique q est représentée par la métrique euclidienne ordinaire de

1'éépace géométriquele. Dans ce systéme, les coordonnées du point repré-
sentant le point Mi’ sont (”il""’nir’“"”ik) ol N po 1<r<k, est défini

dans la formule (46).

3. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES NORMEE

3.1. Introduction ; définition de la métrique.

Le probléme posé est 1'@tude du comportement d'une population dont on
dispose d'un échantillon formant un ensemble fini I, vis 3 vis d'un ensem=-
ble fini V de variables numériques, par exemple, pour fixer les idées, il
peut s'agir de la maniére qu'a une population d'une région donnée de répar-
tir ses dépenses vis 3 vis de divers besoins : un &lément de I peut alors
gtre un ménage et un élément de V, un type de dépense.

Les notations sont les mémes que celles du paragraphe 2.4 précédent.
L'ensemble des lignes du tableau T des données est indexé par I de cardinal
n et celui des colonnes par V de cardinal m ; gij est la mesure de la j—éme

variable vJ sur le i-2me &lément i de I qui, dans 1'exemple représente la
dépense du ménage i pour le besoin j.

Comme ci-dessus (§2.4) 3 I, qu'on notera aussi {1,2,...,i,...,n}, on

fait correspondre un nuage de points de R™® dont chaque sommet portera ici
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la méme masse ponctuelle 1/n. En munissant R~ d'une métrique adéquate et
en condensant au mieux la dimension de l'espace de représentation, on es-
pére que les facteurs définiront des Variables de synth&se non directement
observables qui nous font "comprendre'" les tendances dominantes du compor-
tement de la population étudiée en disposant les diverses variables intro-
duites par rapport 3 ces tendances.

La métrique la plus simple 3 adopter compte tenu de la structure de R
et de notre prerception de 1'espace géométrique, est défini par q(ej,eh)=0

(resp.1) si h#j (resp. h=j) ; ol, bien entendu, {ej/lsjgm} est la base ca-

nonique de R™. Cette métrique, qui donne lieu & la distance suivante entre
deux éléments i et i' de I

dz(i,i') = Z (Eij—gi'j)z’ (])
ISi<m

conduit & l'analyse en composantes principales non normée. Cependant la
contribution 3 la distance (1) d'une variable dépend intimement de la dis-
persion de ses valeurs et cette dispersion est liée 3 la nature intrinséque
de'la variable ; ainsi, dans 1'exemple cité, une variable telle que "achat
de timbres postes' aura une variance sensiblement plus faible que celle
""dépense liée 3 1l'entretien de la voiture'. Comme on souhaite dans 1'étude
du comportement de la population, accorder a priori la méme "importance'
aux diverses variables mises en jeu ; la métrique q sera définie de la fa-
gon-suivante :

Q(ej,eh)”= - . » (2)

) (Eij—zj)z avec 25 = %- ) Eis s? est la variance de la

.2 1
ol s. = —
A n

1<ign 1<ign

]

distribution de la j—&me variable v- sur I.

Avec une telle métrique, la distance d(i,i') sera définie par
E"—E"' 2
a%(i,i) = L) (3)

Isigm

De la sorte, nous verrons que la recherche des k premiers facteurs cor-

respond 4 déterminer un systéme {u],uz,...,ur,...,uk} de k variables de

synthése , dont le coefficient de corrélation de deux quelconques d'entre
elles est nul, tel que soit maximale la somme pour ces variables de la
somme des carrés des coefficients.de corrélation de chacune d'elle avec les
différentes variables initiales de V ; soit

I 1 g™’ (4)
1<rgk, 1<i<m

ot p(vd, u’) est le coefficient de corrélation entre les deux variables

vJ et ur.
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3.2. Facteurs et axes factoriels ; représentation condensée.

Nous allons maintenant appliquer les considérations du paragraphe 2.4
précédent au cas particulier de l'analyse en composantes principales nor-

mée. Le centre de gravité du nuageVWA(I) de R™ est le point de coordonnées

— — _— - = - ] —
(gl""’gj""’gm) ou gJ-E z gl_] (5)
I<ign
Le moment total d'inertie du nuage se met sous la forme
1 1 =2 _
) 2 E357EpT = m (6)
Igisa  Iggsm 7]

Le terme (j,h) de la matrice de la forme quadratique d'inertie O est
_ *¥ o 1 R i . h
O = 0 ,e) = T 2 TN Ep T = covivh, (D)
1<ign
ol Cov(vJ,vh) désigne la covariance entre les deux variables vJ et vh de V.

Le facteur u relatif 3 la valeur propre A s'obtient i partir de la for-
me w solution de 1l'équation
O'.h
Z o ij pour j = 1,2,...,m, (8)
1<h<m ]
ol wj = w(ej), au moyen des relations

uj = wj/sj, ol uj = u(ej), pour j = 1,2,...,m, 9)
La condition de normalisation du facteur u se met sous 1l'une des deux
formes

i h = T =
7 Cov(v’,v )ujuh ) 0§n¥; ¥ 1, 10)
(i,h) (j,h)
La matrice symétrique de terme général th /s sh, i<m et 1<hém

n'est autre que celle R des coefficients de correlatlon entre variables de
V. En introduisant le tableau T' des mesures (E —E )/s centrées réduttes
des variables, I<igm et 1<J<m, on a

Epr 7t (11)
ot T' est la transposée de la matrice T'.
'8quation (8) peut alors se mettre sous la forme matricielle

Row = i%, (12)

ol w désigne ici le vecteur colonne dont la suite des composantes est
W Wys e e, Voo

L'axe factoriel o(u) associé au facteur u s'exprime ici par

o(u) =  WpS.8. 13
‘Z_ ?in"n%1 % (%)
(i,h)

La formule de la représentation condensée du nuage sur 1l'espace des k

permiers axes factoriels (cf. formule (45) § 2.4), devient ici
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E-_E
wien, M@=e+ [ { ] L@, (9
1<rgk, 1Si<m J
oii w' est la forme linéaire d'ol résulte par les &quations (9) le r-2me

facteur u® relatif 3 la r-sme valeur propre A(r) de la suite décroissante
des k plus grandes valeurs propres.

En plagant l'origine de 1'espace R™ de représentation au centre de gra-
vité G du nuage ; un méme facteur u apparait comme une variable centrée
réduite (i.e. de moyenne O et de variance 1, en vertu de la condition de

normalisation). Le coefficient de corrélation entre la j-&me variable vJ
et le facteur u relatif 3 la valeur propre ) se met dans ces conditions
sous la forme

O(Vj,u) = EEZﬁEi;El

oanl (15)
En explicitant, on obtient = -
: (§..=8.) (E. =)
ol = (] AL R, (16)
hood ] B

qui n'est autre que la j—2me composante du vecteur colonne®Ww ; par consé-
quent ij (cf. formule (12)) et

p(vl,uw) = Aw, (17)
La formule de repré@sentation (14) peut alors s'écrire aussi
(ViED), M, () = &+ ] /,l__ {1 A dowd,hHia, a9
1<rgk AMx) I<ism J

Ainsi dans Rk dont l'origine représentera le centre de gravité et la
base canonique, la base g-orthonormale {arflgrgk} 3 la r-2me coordonnée du

point représentatif Mi(k) se met sous l'une des deux formes

AD T g = T og..o0d,ub) (19)
13 1] / 1]
Igi<m MO idica

ol E'ij = (Eij 4§j)/sj est la mesure centr@e réduite de la j-&me variable

vJ sur le i-8me objet. La premidre expression sert au calcul et la seconde
d 1l'interprétation. Cette r-&me coordonnée du i-8me point se présente com-—
me une somme, sur l'ensemble des variables, pondérée par les coefficients
de corrélation de ces variables avec le facteur en question, des mesures
centrées réduites des variables sur le i-&me objet, On se rend par consé-
quent compte de 1'intér&t & faire figurer sur le méme espace de représen-—

tation des points-objets, chaque variable vJ par un point dont la suite des

coordonnées (p(vJ,ul),...,p(vJ,uk)) est celle des coefficients de corréla-
tion de la variable avec les différents facteurs. Avec une telle représen-
tation, on "voit" quelles sont les variables qui interviennent dans la dé-
finition du facteur qu'on interprétera alors. Une proximité d'autant plus
grande entre deux points—objets représentés signifiera un comportement
d'autant plus semblable des deux objets vis 3 vis des diverses tendances
dégagés d travers les facteurs retenus. Une proximité donnée entre deux
points—-variables exprimera que les deux variables sont d'autant plus corél-
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lés que leurs points représentatifs sont plus éloignés de l'origine. Enfin,
une proximité sensible entre un point objet et un point variable, exprime-

ra que cette variable, notons la VJ, a un role prépondérant par rapport
aux autres chez le sujet i en question : E'ij est relativement grand par

rapport aux mesures E'ih,h#j, des autres variables.

Compte tenu de la formule (6), on a

A(1) + A(2) + ... +# A(k) <m (20)
et la part de l'inertie expliquée par la projection du nuage est
A1) + 2 (@2) + ... + X(k)/m. 21

Pratiquement, & partir de la valeur du rapport (21), on retient un petit
nombre de facteurs (trois 3 quatre généralement) et on considére la pro-
jection du nuage sur les différents plans factoriels respectivement portés
par les différents couples d'axes factoriels ; ainsi, si k=4, on considé-
rera les six plans factoriels (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).

Le plus souvent, le cardinal de I est trés grand, pouvant aisément at -
teindre quelques milliers de sorte que le graphique des points-objets peut
trés vite devenir indéchiffrable. On introduit dans ces conditions une
variable exogéne (€V) ayant un trés fort degré de discrimination qui défi-
nit une classification de I facilement perceptible et on représente chacu-
ne des classes par son centre de gravitéd. Ainsi, dans 1'exemple qui illus-
tre ce paragraphe, cette variable peut &tre le "revenu du ménage'.

3.3. Représentation des variables

Nous allons montrer ici que la représentation des variables que nous
avons ci-dessus considérée sur l'espace factoriel, est, 3 une homothétie

prés, celle qu'on obtient en regardant chaque variable vJ comme le point

de R™ dont la suite (&' ..,E'ij,...,E'nj) des coordonnées est la suite

13°°
des mesures sur I, centrées réduites de cette variable ; et, en analysant

le nuage des m points ainsi obtenus dans R™ muni de la métrique définie
par le produit scalaire ordinaire. Chacun de ces points &tant affecté de
la masse unité ; le moment d'inertie de ce nuage par rapport d l'origine
est .

2 = 2

\J . - - =

IOl €D IO LEgEp/ssl™) =mm, (22)
I¢j<m  1gign 1gism I<isn

L'analyse du nuage des points—variables se fera au moyen de sa projec-—

. - n . .
tion sur le sous espace vectoriel de R, de dimension k, par rapport au-
quel lemoment du nuage est minimum. Ce sous espace sera engendré par un

systéme orthonormal de k vecteurs de R que nous noterons {br[JSrsk} ol

b, = Brje;+...+Br e +...48 1<$r<k, (23)

r rn®n’
ol {ei/lsiSn} est la base canonique et od la condition d'orthonormalité
s'écrit

(¥(r,s)),1grgk et Igsgk; z sri58i=](resp.0) si r=s (resp.r#s). (24)

1gisn
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Ce sous espace doit etre déterminé tel que soit maximale la somme des nor-
mes au carré des projections des différents vecteurs

[ 1 ~ ' - - : .
X j_ z 3 ijei ot & ij—(gij E_])/s_]’ 1I<3<m (25)
1<ign
représentant les divers sommets du nuage étudié ; soit
2
!
YUY 07 ¢k 15B4] } (26)

Isrgk 1gjsm I<ign
{br/lsrsk} sera dans ces conditions formé d'un systéme orthonormal des k
vecteurs propres correspondants aux k plus grandes valeurs propres de
1'endomorphisme de R™ dont la matrice par rapport i la base canonique est

(T'tT') oli, rappelons le, tableau nxm, T', a pour j-&me vecteur colonne
5']-
]

n
[]

en effet, l'expression entre accolades de (26) peut se mettre sous la for-
me

t . to _t S .
br( Z x'y X J-)br— br(T T )br H (27)

I<igm
~ P n . .
ol nous avons noté &galement le vecteur de R™ et sa forme matricielle co-

lonne. Ainsi, le r-8me vecteur propre br est solution de 1'équation matri-
cielle

(T'tT')br = v(Db_, (28)

auquel on imposera la condition de normalisation.

Reprenons 1'équation (12) du paragraphe 3.2 précédent. En multipliant
d gauche les deux membres de cette équation relative au r—éme facteur du
nuage de I, par T' ; on a

(T''T) (T'W) = aA ()W (29)
A l'axe factoriel br’ associons le facteur B qui est la forme linai-

re définie par la projection orthogonale sur br :

r _ *
B - z Briei (30)
I<ign
ol {e:/lsisn} est la base duale de la base canonique de R" et od les B.:
ont été définis dans la formule (23). L'é@quation (29) montre que la suite

des facteurs (Bl,...,Br,...,Bk) attach8e a la suite des k plus grandes va-

leurs propre s'obtient, d un facteur de normalisation prés, i partir de

la suite, déja définie (cf.§ 3.2), de formes linéaires sur Rn(wl,...,wr,
k .

«e.,W ) par les relations

BT = T'w" ; 1grsk (31)
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de plus, on a pour les moments d'inertie
V(r) = aA(r), 1<k ; (32)
La suite des composantes du vecteur colonne T'w' n'est autre que la

suite des valeurs du facteur normalisé u® sur la suite des points du nuage
y4/(I), rapporté a4 son centre de gravité. Comme
r
- . =oavar(T'w) =n, (33)
1<ign

le facteur de normalisation, auquel nous venons de faire allusion, est

donc 4:; il en résulte que
/1

(Vi€D), B ; = /—1_— u” (4,-6). | (34)

ol

Par comséquent, la suite des composantes du r—éme facteur normalisé T
du nuage assocté 4 V, est, au facteur multiplicatif 1/v/A(r)n, la valeur de
la r-éme coordonnée factorielle sur la suite des points de I.

D'autre part, la projection orthogonale du point variable x'. sur le
r-éme axe factoriel br’ se met sous la forme J

_ 1 t.1 mr. T
Bri_ /E_(XjTW) (35)

£ 1

X j'Br = ) g

1<ign

ij
ui vaut (voir formule (16))vn (VJ,ur) ; (VJ,ur) gtant le coefficient de
q o e

corrélation entre la j—éme variable et le r-éme facteur du nuage de I,

Quant au crité@re maximisé (26) ; il s'agit bien, au facteur n prés,de la
somme des carrés des coefficients de corrélation des différentes variables

v) de V avec chacune des variables de synthése définies respectivement par

] 1 k
chacun des facteurs u ,uz,...,ur,...,u .

4, ANALYSE DES CORRESPONDANCES

4.1. Introduction

L'analyse en composantes principales normée apparait, on l'a vu, comme
une analyse des corrélations ; et, on a pu se rendre compte dans cette
analyse qu'il y avait une dissymétrie dans le traitement de chacun des cd-
tés du tableau rectangulaire de description. Cette dissymétrie est finale-
ment liée d la différence de nature entre une variable, représentée par
une colonne, et un objet représenté par une ligne ; il y a en effet autant
de différence entre une variable et un objet qu'entre un appareil de mesu-
re et 1'objet sur lequel on effectue la mesure (e.g. entre une balance et
1'individu pesé). Dans les enquétes ou études expérimentales, 1'ensemble
I des individus ou objets s'impose pratiquement ; il s'agit, on 1l'espére,
d'un échantillon "représentatif" de la population étudiée ; tandis que
1'ensemble V des variables, chacun de ses é&léments est déterminé avec mi-
nutie par le Spécialiste et derriére une méme variable, il y a toute la
connaissance et 1'appréhension d'un domaine scientifique donné.

L'analyse factorielle des correspondances est essentiellement une ana-
lyse métrique des lignes ou colonnes d'un 'grand" tableau de contingence
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croisant deux variables dont chacune définit une partition sur la popula-
tion étudiée. I de cardinal n(resp. J de cardinal m) représentant 1'ensem-
ble des modalités de 1'une des variables (resp. de 1l'autre) , nous avons
déja présenté (cf. chapitre 5 § IV 2) le support de 1l'information, qui est
le tableau des proportions

(£;,/(i,5) € 13}, (1)

obtenues & partir d'un échantillon. Il s'agit d'un systéme de masses posi-
tives ou nulles, de somme !, affectées aux couples (i,j) € IxJ, sensé re-
fléter celui de la loi de probabilité

TrIXJ = {Trij/(i’j) € IXJ}’ (2)

sur 1'ensemble produit IxJ ; laquelle, rarement connue, est définie au ni=-
veau de la population globale. Dans la mesure ol les &léments de 1'échan-
tillon sont extraits indépendamment l'un de 1l'autre, (1) constitue, en
vertu des lois des grands nombres, une estimation possédant de bonnes qua-
1lités statistiques de (2).

Les deux cOtés du tableau des données Eétant de méme nature, il est
manifeste que le rSle de I par rapport & J est de méme nature que le rdle
de J par rapport & I ; une analyse métrique de J par rapport 3 I sera tout
3 fait symétrique d'une analyse métrique de I par rapport & J ; d'ailleurs
on verra comment les facteurs de 1'un des nuages |/ (I) ou V() (cf. chap.
5 § IV. 2) se déduisent aisément par des formules de "transition'" des fac-
teurs de 1'autre nuage.

Rappelons que dans 1l'introduction du nuage
AW = ((£],p;)/i6T}, (3)

on retient pour la description de i€I, son "profil" i travers J ; c'est 3
dire, la suite des parts des différents jE€I qui entrent dans la composi-~

tion de la catégorie i ; ainsi i est représenté par le point R™
i i i i
£7 = (Eee £l ) (4)

od f}=fij/pif En effet, pour j donné, ce qui importe dans la comparaison
des divers éléments de'I, ce n'est pas tant les proportions absolues fij
que celles relatives f; qui permettent la mesure de la part intrinséque de
j, en ne tenant pas compte de la variabilité de 1'importance numérique P;,

sur I. Ainsi, pour une &tude sur la répartition g@ographique des profes-—
sions, ol l'une des variables est 'profession exercée" et 1'autre variable
"lieu de 1l'exercice" ; relativement 3 deux professions i et i' et 3 un
lieu de travail j, ce qu'il y a lieu de comparer dans chacune des deux
professions, c'est bien la part de ceux qui pratiquent au lieu j. On pré-

. - . i .
serve 1l'importance de présence P de 1 en affectant le sommet fJ du poids

P

Rappelons &galement que pour analyser le nuage/ﬂf(l) on munit 1'espace

ambiant R® de la métrique q suivante
0 si j#¥k
q(ejaek)= 1 Lo (5)
.. si j=k
J
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ol {ej/lstm} est la base canonique. Nous avons déjid signalé que 1'intro-
duction de cette métrique se justifiait pour deux raisons ; la premiére,
algébrique, est définie par la condition de 1'équivalence distributionnel-
le (cf. chapitre 5 § IV.2) qui permet de comprendre la stabilité des ré-
sultats lorsqu'on réunit deux modalités voisines quant & leurs profis de I
(resp. de J) ; ainsi, dans 1l'exemple mentionné&, relativement au probléme
de la délimitation des régions j€J, dans la mesure oli, pour deux régions
contigues j] et j2, la distribution de la part de chaque profession exer-

cée ne varie pas sensiblement de j] a j2 ; on ne change pratiquement pas
les résultats de 1'analyse en remplagant les modalités j1 et j2 par une
seule jo représentant la réunion de j; et j,. La seconde raison de 1'in-
troduction de (5) est statistique ; en effet, avec une telle métrique, le

moment total d'inertie du nuage/q/kI) n'est autre que la statistique du ¥
attachée au tableau de contingence IxJ ; de plus, la distance entre deux

éléments 1 et i':

2 ., . - . - e ,.'2 - - - -

d“d,in = 7 L1 (gl-geh (6)

P.j J ] _
NN

est exactement la distance du xz associée 2 1a loi de probabilité {p [3ET}

entre les deux distributions {f /i€J} et {f /JEJ}

On peut certes trés aisément ramener formellement tout tableau rectan-
gulalre de donnees a un tableau de nombres positifs ou nuls de somme 1 ;
c'est d'aillburs ce que le prat1c1en chevronné de 1'Analyse des Correspon-
dances a tot fait de faire ; mais il est clair que cette analyse ne se
justifie que dans la mesure ol la représentation retenue du tableau res-
pecte la nature mathématique des objets qui indexent 1'un ou l'autre des

 cBtés du tableau et oli la métrique du xzrsemBle indiquée pour exprimer les
proximités.

4,2, Forme. quadrathue d' 1nert1e, Facteurs et Axes factoriels

La forme quadratique g(u,v) 4' 1nert1e du nuage/ﬂsz) (cf. (3)), est
ou;v) = ) pi.u(fJ—gJ)v(fJ—gJ) )
i€1
oli, rappelons le, le centre de gravité g3 du nuage, a pour coordonnées
(P.|5-++5P.m) d'ol

ij = (e} ,ek) = 3 P; . (f -p. )(fk P 1)
i€T
(8)
_ 3 £ijfin _
P;. P.jP.k
i€r

Le facteur u relatif 3 la valeur propre A s'obtient & partir de la for-
me w solution de 1'&quation

£.-p fi-p
h Ph

I U1 p /_J x = A (9
1<hgm 1<i<n P Py
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pour 1<j<m ; oi w,=w(ej), au moyen des relations
|

]

En utilisant la seconde expression de la formule (8) pour Ops: 5 le ter-
me général de la matrice & diagonaliser devient 1
f

i
I e - e, (10)

u.=wj/Vp.j, oli uj=u(ej), pour j=1,2,...,m

1gign  Pi.YP.jP.h

Le nuage/q/zl) étant situé dans un méme hyperplan orthogomal au vecteur
dont toutes les composantes sont &gales 4 1 ; le facteur v, défini par

V(e-)=vj=1 pour tout j=l,...,m (11
est relatif & la valeur propre 0, comme d' a111eurs le lecteur peut le vé-
rifier.

En posant v=q(t) et u=q(s) ; la condition de q=orthogonalité des axes

factoriels s et t, montre -que tout facteur u relatif & une valeur-propre
A non nulle, satisfait la relation

Igigm

Cette dernidre relation avec (10) permettent de ramener la recherche des
facteurs non triviaux (i.e. relatifs 3 des valeurs propres non nulles) 3
la solution des équatiomns

fi'fih
) ——J—a-————}wh=kw5, pour j=1,..., m ; (13)
1<hém  1<ign PiL"PL3Pin
lesquelles résultent de la simplification des &quations (9).

On -peut donner de.(13) 1la forme suivante faisant directement intervenir
le facteur u

) fJ h}u =g 5 j=l,...,m. (14)
Ighgm  1<ign

Si 1'espression (13) sert au calcul, celle (14) fait mieux apparaitre
que, ce dont il est question ici, est bien 1'analyse des distributions.

La matrice carré nXn de terme général Z fif; résulte du produit de deux
1<ign

matrices qu'on peut noter f *J et fJ oli alors f;J est le tableau des pro-

~ . -
.

portions conditionnelles fJ d m=card(J) lignes et a n=card(I) colonnes ;

cette matrice définit une transition probabiliste de J vers I :

|35

- * . . o s i
5 Z fJ .z De méme fJI est la matrice des proportions conditionnelles

i€l
f;,a n=card(I) lignes et a m=card(J) colonnes ; cette matrice définit une

transition probabiliste de I vers J.
1a condition de normalisation du facteur u se met sous 1l'une des deux
formes
i;7Pi.P.5) (Fip7Pi P ;)

Z P; {u(f gJ)} = Z { Z x . 'J}W =1, (15)
f-———— - "
ieT (j,h) ier P P, Pi.P.h




322 CLASSIFICATION ET ANALYSE ORDINALE DES DONNEES

Si on veut exprimer o(u), de norme v\, par rapport i la base canonique ;
on a

- . i i
gu)= Z Z Pi' (fJ p.J)(fh p_h)uhej’ (16)
(h,j) i€T
En considérant la base q-orthonormale des k premiers axes factoriels

&xur)//k(r)/qgrgk}, on a la représentation condensée du point f} du nuage
/VYI) définie par

. r
flg= 1 UA® [ (ei-p poulr 282 (17)
1< . 33 YA(r)
grgk 1<igm

relation qui peut aussi se mettre sous les formes plus synthétiques
fl-g,= [ u (f]-gp0@= | qa,,fi-gpa_ ; (18)
1<r<k 1grgk
ol q est la métrique et oli, on a posé pour a, le vecteur unitaire
o(u") /vVX(r).
En plagant 1l'origine au centre de gravité 85 du nuage /VQI), la moyenne

et la variance de la suite des q-projections du nuage sur le r-éme axe
factoriel, sont respectivement O et A(r) ; ce qui se traduit par les re-
lations

! p; F(i,m)=0 et ] p, {F(i,r) }2=A(x), (19)
1€I i€l
oli on a posé F(i,r)=q(ar,f}—gI) ¢ coordonnée du i-éme point se le r—-éme
axe factoriel. On peut &également &crire les relatioms (19), en faisant
appel au facteur u’, sous la forme
Z P ur(fi-g )=0 et Z . {ur(fi—g )}2=1 (20)
i. I8 Py, J &g ’
i€l i€1
4.3. Formules de transition de:/VQI) i ceux de/q/zJ).

Nous avons annoncé dans 1l'introduction qu'on va pouvoir déterminer fa-

cilement les facteurs du nuage/W/(J)={(f},p j)/jGJ} 3 partir de ceux de

/1/?I) par des formules de transition. Ceci est pratiquement d'une impor-
tance cruciale lorsque, comme c'est le cas le plus fréquent, 1'un des deux
ensembles J est de cardinal m sensiblement plus petit que celui n de I ;
car de la sorte, on se raméne 3 la diagonalisation d'une matrice mxm. Par
ailleurs, la recherche simultanée des facteurs de chacun des deux nuages
permet une interprétation plus symétrique de 1'Analyse des Correspondances.

Si on se conformait & [ 6], en posant

ti,=_].'.l-—l—'—'—‘]- . (2])
’ YPi.P.j

1'équation (9) se met sous la forme
bIT W = AW (22)
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oi T est la matrice nxm des nombres tij et oli w est le vecteur colonne
dont la suite des composantes est (WI""’wj""’wm)' Le caractére symé-
trique en i et j de tij permet de voir que l'équation relative aux fac-

teurs du nuage(/x/(J) se met sous la forme

' 7 = A'Y (23)
ol v est le vecteur colonne dont la suite des composantes
(VI""’Vi""’Vn) définit la suite des valeurs de la forme linéaire v

sur la base canonique {eiflsisn}. Dans ces conditions, les valeurs propres

non nulles de T'T et de 'TT coincident et les vecteurs propres respectifs
W et Vv relatifs 3 une méme valeur propre A se correspondent, & une homo-
thétie prés, au moyen de la relation v=Tw. Alors les deux facteurs norma-
lisés ¢ et ¥ , respectifs aux deux nuageszﬂ/(l) et/Wﬁ(J), relatifs & une
méme valeur propre A, dont les composantes sont définies par

¢j=¢(ej)=wj/Vp_j et Wi=W(ei)=vi/Vpi' ; 1<j<m et 1<in

se déduisent 1'un de 1'autre par les relations, que nous allomns reprendre,

1 j 1,1 -
¢j= ;;W(f%-gl) et Wi= ;§¢(fJ~gJ), pour tout (i,j)E€IxJ. (24)
qui, en vertu de la relation (12), se simplifient
1 S 1 i 1, i
= — fi¥.= —y(f t Y.= — £f.¢.= £, 25
o =0 I Etm oD er v o [ g0 (e (25)
Igign 1<igm

Les formules (25), dites de "transition", montrent que la suite des
valeurs du facteur normalisé ¥ sur la suite des points (f%/jEJ) définit,

au facteur v\ prés, la suite des composantes du facteur normalisé ¢, rela-
tif & la méme valeur propre. De la méme fagon, en intervertissant les rd-
les de I et J;la suite des valeurs du facteur normalisé ¢ sur la suite des

points (f}/ﬂEI) définit, au facteur VA prés, la suite des composantes du
facteur normalisé V¥,

Pour établir les formules de transition nous allons entreprendre une
démarche équivalente i celle figurée ci-dessus, mais qui paraltrera plus
"naturelle", car plus liée & la nature des objets manipulés qui sont des
distributions ; et ce, en partant directement de 1'équation (14) de défi~-
nition d'un facteur. Cette &quation se met sous la forme matricielle

*J %I
£1-f7 ¢ = A3, (26)
~ *J . . ey j
oli, rappelons le, fI est la matrice des proportions conditionnelle fi,

indexée par JXI et od ¢ est le vecteur colonne dont la suite des composan-
tes est celle du facteur ¢.

Par symétrie, un méme facteur ¥ du nuage/q/kJ), associé i la valeur
propre U, est défini par

KT *J T _ v
fJ .fI Y= pnY, (27)

ol ¥ est le vecteur colonne dont la suite des composantes est celle du
facteur,
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En mutlipliant & gauche les deux membres de (26) (resp. de (27)) par

. = *
fFI(resp. par f;J), on voit que si ¢ (resp.Y¥Y) est vecteur propre de fIJ.
* * * .- I_ *
fJI(resp. fJI-fIJ) relatif 3 la valeur propre X (resp.l), f? ¢(resp.fIJqD

est vecteur propre relatif & la valeur propre X (resp.u) de f;¥f§J(resp.

de f¥J.f*I).

I'J

Ainsi les valeurs propres associées 3 l'un des nuages sont identiques
3 celles associées 3 1l'autre nuage ; de plus, si ¢ est facteur associé au

nuage/W/(I) et relatif 3 la valeur propre A, f;I ¢ est un vecteur dont la

sulte des composantes représente celle du facteur ¥ associé au nuagelx/(J)
et relatif 3 la méme valeur propre X ; d'autre part, la suite des compo-

*T - .
santes de fJI ¢ est exactement la sulte des valeurs du facteur ¢ sur la
suite des points (f;/ﬂEI). De fagon précise, la correspondance entre fac-

teurs normalisés ¢ et ¥ , relatifs 3 la méme valeur propre A, est dé&fi-
nie par les formules (25) ; en effet si ¢ est un facteur normalisé, le
facteur ¥', dont la suite des composantes est définie par le vecteur

f;I $, est, en vertu de 1l'équation (26), de norme ).
En désignant par F(i,r) (resp. G(j,r) la coordonnée du i—-éme (resp.j-

gme) point du nuage /V(I) (resp./V (J)) sur le r-éme axe factoriel, les
formules de transition (25) peuvent se mettre sous la forme

e(j, )= I P, et Fi,0= == [ c(,nEL, (28)
/x(r)KJ.(m J

Alr) 1gign
Les formules (28) montrent 1'intér&t d'une représentation simultanée
des deux nuages /V'(I) et/V'(J) dans le méme sous espace factoriel. En con-
sidérant, pour fixer les idées, le plan des deux premiers axes factoriels

correspondants aux deux plus grandes valeurs propres A(1) et A(2) ; le
point i de I (resp. j de J) sera représenté par le point de coordonnées
(F(i,1),F(1,2)) (resp.(G(j,1),G(j,2))). L'interprétation de la représen-
tation simultanée repose sur le fait que la r-&me coordonnée du point i de
I (resp. j de J) apparait comme la moyenne, pondérée par les proportions

.. i j . - .
conditionnelles fj (resp. fi), des coordonnées sur le r—éme auxe factoriel

des différents points de J (resp. de I) au coefficient de dilatation
1//A(r) prés. Ainsi, pour 1l'exemple qui illustre ce paragraphe, le lieu j

est d'autant plus proche de la profession i que f3=fij/pi est plus grand ;

c'est-3-dire que, parmi ceux qui pratiquent la profession i, la part qui
exerce au lieu j, est plus grande. Il est donc instructif de regarder 1'&-
loignement d'un méme i des différents j€J. Toutefois 1'interprétation la
plus féconde est relative 2 la définition des facteurs d'un méme nuage et

d 1'analyse des positions relatives, sur différents plans factoriels, entre
les différents points représentatifs de ce nuage.

Notons que dans une méme solution (28), la somme des pondérations posi-
tives &tant &gale a3 1, si 1//A(r) était strictement inférieur 3 1 ; on
aurait pour tout couple (i,j) les inégalités strictes suivantes
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min G(j,r)<F(i,r)<max G(j,r) et min F(i,r)<G(j,r)<max F(i,r)
j j i i
qui sont impossibles & réaliser simultanément. Donc, on a A(1)£1.
Terminons ce paragraphe par une question de notations. Nous avons vu
que l'équation (14) de définition du facteur ¢, du nuagezﬂf(I), relatif
d la valeur propre A, peut se mettre sous la forme

*
£7 £;7 04 ;= A, (29)

- *
oi, rappelons le, f J est la matrice des proportlons conditionnelles fJ H

I
laquelle est ici indexée par JxXI ; c'est i dire, fJ est le terme de la

j-éme ligne et de la i-&me colonne de cette matrlce. ¢J est le vecteur
colonne & m composantes dont la j—-éme est définie par ¢j=¢(ej). Compte

tenu des formules de transition, on peut par transposition mettre 1'équa-
tion (29) sous la forme

J I T 4 J
v ofJ ofI—kW (30)

ol, cette fois-ci, la matrice f% est indexée par IxXJ ; fi est le terme

de la i-éme ligne et de la j-éme colonne. WJ est le vecteur ligne d m com-
posantes dont la j—-éme définit la valeur du facteur ¥, du nuage/W/(J) et

relatif 3 la valeur propre )\, sur le j—éme sommet f%. C'est cette derniére

forme (29), ol un facteur est défini comme une fonction, par la suite de
ses valeurs sur les différents points du nuage auquel il est relatif, qui
est adoptée dans [ 1].

4.4. Reconstitution approchée du tableau f IxJ’

A partir de la formule (18) on obtient une reconstitution approchée, a
partir des k premiers facteurs, du tableau des fréquences {f /(1 jIEIXJ}.
En effet, reprenons cette formule

£-gF [ 47 (E5oen), 31
1<rgk

et considérons la j~éme composante, par rapport a4 la base canonique, des
deux membres. En approximant composante par composante, on obtient,

(¥(L,5), 8%, o T1v ] (X(r))3/2¢r‘{’-} (32)

1<rgk

compte tenu de ce que la j—&me composante de d(¢r)=kq—](¢r) est Ap j¢§ et

des formules de transition (25) qui permettent d'ailleurs de donner & la
formule (32) la forme

(VG585 %, p e [ /AT (33)
1€<rgk
Ti_yT (£] Ti_ 6l .
ol Y -=y"(f 1) et oF ¢(f ). On peut enfin &crire

-1/2

#3,5), £ —p R IR Y () FE,TIG3, D)) (34)

1<rgk
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4.5. Aides 3 1'interprétation

Relativement au nuage auquel on s'intéresse, soit par éxemple:/VQI),

pour faciliter et rendre plus siire 1'interprétation de ses facteurs ;
on définit pour chaque &lément i de I, deux coefficients ar(i) et or(i).

ar(i), appelée contribution absolue de 1'élément i de I au r—éme facteur,

représentera la part prise par cet &lément dans l'inertie expliquée par
ce facteur. pr(i), appelé contribution relative de 1'élément i de I au

r-éme facteur, représentera la part prise par ce facteur dans la disper-
sion de 1'élément i ; il s'agira du carré du coefficient de corrélation
entre le r—&me facteur et la variable. g~projection sur (f}-gJ) ; c'est &

dire, encore, le carré du cosinus de 1'angle formé avec le r-&me axe fac—
toriel par la droite orientée reliant le centre de gravité& au point i.

Compte tenu de la seconde formule (20), la part de 1l'inertie X(r) im-
putable au point i est

N r, i 2_ . 2
dr(l)—pi.{¢ (fJ gJ)} Pi_{F(l,r)} /X (x). (35)
D'autre part, le carré de la distance au sens de q, de la projection
du point i sur le r-&me axe factoriel, vaut X(ri{¢r(f}-gJ)}2 ; tandis que

la distance du point i au centre de gravité est définie par

2,1 1 i 2 i
d“(f1,g)= ] —pj(f;-p_j) =1 k(r){cbt(f}-gj)}z
IGsm r3l
de sorte qu'on a
pr(i)=ur){¢r(f}-gj)}2/ ) %.—.(f;ﬁ—p.j)z (36)
S

De la méme fagon, on définit, relativement au nuage/W/(J), les coeffi-
cients ar(j) et pr(j) représentant les contributions absolue et relative

de j appartenant & J, au r—~3me facteur.

I1 est clair que ces deux coefficients peuvent &tre définis dans le
cas général de l'analyse d'un nuage de points dans un espace euclidien.
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