Chapitre 7

Les présentations factorielles
de la classification

0 ~ INTRODUCTION GENERALE

Différentes tentatives de rapprochement entre 1'Analyse Factorielle et
la Classification ont &té proposées : N. Howard (1969), J.P. Benzecri

(1971), M. Gondran (1975), M. Jambu suivant J.P. Benzecri (1976). Toutes
ces tentatives correspondent en fait, comme nous le verrons ci-dessous i

des présentations ""factorielles'" du probléme de la Classification. La ten-
tation de telles présentations est en effet grande compte tenu du carac—
tére plus établi de l'histoire de 1'Analyse Factorielle en Composantes

qui fournit la solution optimale pour le crit8re de l'inertie expliquée.

Notre but dans ce chapitre est d'analyser chacune de ces tentatives
pour préciser sa véritable nature, la généraliser et l'adapter &d des si-
tuations nouvelles. Ce faisant, nous contribuerons 3 chacune des approches
en les situant, dans un effort de synthése, les unes par rapport aux autres
Ce qui nous permettra de nous rendre compte de l'intér@t relatif de ces
différentes tentatives.

Les différents types de rapprochement entre 1l'Analyse Factorielle et
la Classification se distinguent en ce que certains traitent du probléme
de la recherche d'une classification et que d'autres traitent de celuil de
la recherche d'un arbre binaire des classifications. Ils se distinguent
également de par la nature du critére optimisé : deux critéres seront
congidérés ici ; le premier est basé sur 1l'inertie expliquée (i.e. varian-
ce) et le second sur la notion de proximité entre parties disjointes au \
sens topologique du terme (i.e. saut minimal). Ces différentes approches
se distinguent encore par la forme de 1'&quation factorielle retenue :
s'agit-il de rechercher un systéme d'axes factoriels dans 1l'espace de re-
présentation du nuage ou bien, une suite de facteurs dont chacun se trou-
ve défini comme une fonction sur 1'ensemble des sommets auquel il est re-
latif. Ces approches se distinguent enfin de par la nature de la structure
projective de 1l'espace engendré par la solution de 1'équation factorielle

retenue.

Nous avons erganisé le texte en deux parties A et B selon le type de
structure interprét@e ; A pour une classification et B pour ume hiérarchie
de classifications. Toutefois, on peut considérer une autre organisation
selon le critére en jeu et la forme de 1l'&quation factorielle qui sert &
1l'interprétation. Dans ce cas, la lecture du chapitre , sans doute plus
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ais8e, se fera selon le schéma suivant :

All, Al12 >~ Bl ; A2 - B2.

A. PRESENTATION FACTORIELLE DE LA RECHERCHE D'UNE CLASSIFICATION

A.l, Critére de l'inertie expliquée

A.1.1. Recherche d'un syst@me d'axes factoriels

L'étude présentée dans ce paragraphe qui correspond & un travail effec-
tué en 1973 (publié en 1979 (cf.[11]) a pour origine un article de
N. Howard ("Least squares Classification and Principal Component Analysis :
a comparison" (cf. [ 5] )) ol on montre que la classification des '"moin-
dres carrés'" de 1'ensemble indexant 1'un des cotés d'un tableau de mesu-
res numériques (Objets ou Individus x Variables) peut d'une certaine fa-
gon apparaitre comme une analyse en composantes principales avec 'con-
traintes" de 1'ensemble indexant 1'autre cdté du tableau des données. Nous
reprenons ici ce travail de fagon plus générale, en nous situant au ni-
veau de l'analyse d'un nuage de points dans un espace euclidien ; de fa-
con plus précise, en spécifiant 1'influence des parts '"factorielle" et
"classificatoire" dans 1'interprétation des résultats d'une analyse. D'au-
tre part et surtout, nous adaptons cette approche dans le cas de 1l'analy-
se d'un tableau de contingence ; cas ol elle prend un sens optimal compte
tenu de la symétrie des rOles entre lignes et colonnes.

I - INTRODUCTION ET RAPPELS

La méthode de classification conceptuellement la plus proche de 1'ana-
lyse factorielle d'un nuage

V= o up rien, 0)

od 1 désigne la masse affectée au sommet Mi’ situé dans un espace eucli-

dien E muni d'une métrique q, repose sur la formule suivante de décomposi-
tion du moment total d'inertie :

MWo= T nim-ct®= [ | Zui"Mi‘Gh"z}+ 7 vhu‘ch-cnz, (N

ie1 IKhgk i€ Ih 1<hgk

Dans cette formule, dite d'analyse de la variance, de méme type que celles
attribuées 3 Huygens ; {Ih/1<hsk} désigne une partition en k classes de I.

A chacune des classes Ih se trouvent associées, d'une part sa masse

\)h= Z uls (2)
ﬁEIh
et d'autre part, son centre de gravité
1
Gh_ .\_). z ui Mi’ (3)
o
1 Ih
On a, bien entendu,
~ o
p= } v et Gs= T L VG (4)
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Le moment d'inertie de la classe Ih

2
M=1 win-cl (5
i€

I

Y

peut refléter la cohésion de la h-éme classe qui sera d'autant plus gran-—
de que147h est petit.

D'autre part, 5
<§:h=vh"Gh-G" , (6)

qui est le moment d'inertie, par rapport au centre de gravité G du nuage,
du centre de gravité Gh de la h-éme classe muni de la masse Yy de cette

derniére , peut refléter combien cette h—éme classe se distingue dans
1'ensemble du nuage{Wp(I). on peut appeler.élh distinetion de la h-éme

classe. On a
We- 1 MLy, 7
Ishgk

Le probléme de la classification des moindres carrés, consiste,pour k fixé,
i déterminer celles des partitions de I en k classes non vides, qui mini-
misent ZPPV(h/IShSk} ; ¢'est-3-dire, en vertu de la relation (7), qui ren-

dent maximum %{ éLh/IShSk}. On cherche aussi une classification dont,

globalement (au sens additif du terme), la cohésion des classes est la
plus forte.

La solution optimale & ce probléme peut ne pas &tre unique ; d'ailleurs
il n'existe pas d'algorithme qui conduise & une solution optimale sans en-
visager presque toutes les partitions en k classes. Toutefois, dans les
cas réels ol la population &tudiée est apte 3 8tre classifiée (cf. [ 10]
chapitre 4 § III), les solutions "proches" de l'optimum sont trés "voisi-
nes" entre elles et on peut accéder 4 l'une d'entre elles par un algori-
thme qui ne peut prétendre qu'optimiser localement le critére. Différents
algorithmes ont &té proposés et &tudiés ; mais il n'est pas dans notre
propos d'en faire allusion ici, ol on suppose le probléme résolu. C'est
donc relativement &d une classification optimale, ou du moins ''proche’ de
1'optimale, que nous comparerons l'analyse factorielle 3 la classification
des moindres carrés.

La condensation du nuage(/V?I) définie par une telle classification
peut étre regardée comme résultant de la projection de chacun des points
M. sur le centre de gravité Gy de la classe od il tombe (Gh est considéré

ici comme une variété affine de dimension 0). Dans cette condensation
Z{%thlshsk} est la part d'inertie (i.e ; variance) retenue ou expliquée

et Zf?ythflshsk} est la part perdue.

ITI - COMPARATSON DE L'INERTIE EXPLIQUEE PAR UNE CLASSTFICATION ET CELLE
PAR UNE ANALYSE FACTORTELLE.

PROPRIETE. Soit {ar/ISrSp} la suite des p premiers axes factoriels unitai-

res qui correspondent aux p plus grandes valeurs propres de l'analyse du
nuage /Y (1) et soit {I;/i1shsk} une partition en k classes non vides de I.
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Comparer l'inertie du nuage projeté sur 1'espace des p premiers axes fac-
toriels @ la part d'inertie retenue par la classification, revient 4 com-

parer

P= J (] (] wlaa,m-c)1%, (8)
I<rgp, Ishgk, ﬂEIh
et )
c=) I vlata,,6-&1° , (9)
r>p, Ig<hgk

En effet, compte tenu de la décompostion
(Vh=1,...,k), (Vi€ ) ,M,=G=(M;~G; ) +(G, ~G) ;
on a, en raison des propriétés barycentriques, la relation

2_ 2 2
A=) wlaM-01%= ] ] wla@a =61+ [ vilala,,6,-6)17%10)
i€1 Ishgk, i€T, 1<hgk
ot A(r) désigne 1'inertie expliquée par le r—éme axe factoriel. Il s'agit
de comparer L{A(r)/Igrgp} a Z{éLh/lshsk} qui peut se mettre sous la forme

) vh[q(ar,Gh-G)lz}, (11)
Isr<m 1ghgk

ol m désigne la dimension du sous espace de E engendré par 1'ensemble des
vecteurs {(Mi-G)/ﬁEI} ; m>p.

En se ré&férant & 1l'expression (10) de A(r), on voit que les deux quan-

tités & comparer ont la partie commune
= 2
D=} { } vlala,6-0)I"}, (12)
Irsp, Ikhsgk
Il reste donc 3 comparer F et G définis ci-dessus.

Dans la part d'inertie perdue par la classification,F désigne la frac-
tion die aux p premiers axes factoriels ; alors que C indique la portion
de l'inertie expliquée par la classification, dle aux (m-p) derniers axes
factoriels. La quantité D (cf. (12)) dé&finit quant 3 elle l'inertie expli-
quée par la classification dans 1'espace des p premiers axes factoriels.

La quantité F est d'autant plus petite (resp. C d'autant plus grande)
que d'une part, l'aptitude du nuage/q/(I) 3 8tre classifié@ est grande dans
1'espace des p premiers axes factoriels (resp. dans 1'espace des (m—p)
derniers axes factoriels) et que d'autre part, l'inertie expliquée par les
p premiers axes factoriels unitaires, est petite.

L'inégalité F < C exprime que la variance expliquée par la classifica-
tion est plus grande que celle du nuage projeté sur 1l'espace des p premiers
axes factoriels. On peut d'ailleurs aisément, au moyen d'un programme,
associer aux résultats d'une analyse factorielle et d'une classification
des moindres carrés, portant sur un méme nuage;fV(I) dans un espace eucli-
dien, les deux quantités F et C pour les comparer.

La recherche d'un degré suffisant de précision dans les résultats d'une
analyse factorielle, nous entralnerait i prendre une valeur grande de p ;
cependant l'interprétation difficile des facteurs (surtout lorsque leur
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nombre dépasse 3 ou 4) liée & la nécessité d'une représentation simple des
résultats, nous incline 3 choisir p petit..

D'autre part, dans une optique de classification, le nombre k de classes
n'est pas, pour de nombreuses méthodes, fixé arbitrairement ; il est un
résultat de 1'algorithme. En général k est sensiblement plus grand que le
nombre de facteurs interprétables.

La signification d'une méme classe d'objets est en général beaucoup
plus facile 3 dégager que celle d'un facteur ; en effet, il est plus aisé
d'ajuster un concept i partir d'un profil reflétant un ensemble d'objets
"proches" vis 3 vis d'un ensemble de variables que d'interpréter un fac-
teur qui est une sorte de moyenne pondérée des différentes variables. Ce
profil peut par exemple &tre défini par la suite des moyennes des diffé-
rentes variables sur 1'ensemble d'objets que détermine la classe.

Dans la mesure ol la quantité F est sensiblement plus petite que C ;
la classification donnera une vision de synthése plus claire que celle
que peut donner 1l'analyse factorielle. Si par contre, l'inertie expliquée
par les tous premiers axes factoriels unitaires est appréciable, on aura
une plus grande précision dans 1'analyse du nuage projeté. Les deux appro-
ches peuvent rivaliser, mais souvent se complétent. F pourra définir la
contribution "factorielle' de 1l'interpré&tation et C, la contribution
“classificatoire'. Pour avoir une idée tant soit peu précise des compor-
tements de F et de C, de nombreuses expériences réelles et de simulation
sur ordinateur sont nécessaires.

ITT - CLASSTFTICATION DE L'ENSEMBLE DES VARIABLES ET ANALVSE FACTORIELLE
CONTRAINTE DE V().

Le nuage /$QI) est ici associé 3 la description d'un ensemble fini I
d'individus ou objets au moyen d'un ensemble fini V de variables descri-
ptives numériques. J={1,2,......,m} indexera V et le support de la descri-
ption est le tableau de mesures (xij) indexé par IxJ.

En associant 3 la variable vj(lsjsm), la j—éme forme linéaire coordon-
L * , . . .
née ej de R™ ; on représentera la ligne i1 du tableau par le point Mi de R®
défini par
(Mi—0)= z x;5e4, pour tout i€T, (13)
1<jsm

ol {ej/léjsm} est la base canonique de RT.

On affectera au sommet Mi’ la masse ui‘définissant d'une certaine fa-

con 1'"importance” du i-8me individu. De la sorte, le centre de gravité du
nuage est défini par

(G-0)= .e., ' 14
I osje; (14)
Igigm
ol
g -1 ) b (15)
I1gign

- m P . - . . ¢ -
Enfin, 1'espace R est supposé muni d'une métrique q, diagonalisé
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par rapport 3 la base canonique, permettant d'évaluer de fagon "adéquate"
les distances entre individus 3 partir de leur représentation.

Considérons 3 présent la représentation de V par un nuage‘/VQJ) de m

points de R® oii la suite des coordonnées du j-8me point N, (représentant
la variable Vj) est définie par ]

X.. g. ../1<ign), 16
%y =851 Yag;/ 1<ism) (16)
on affectera 4 N, la masse unitéd et on munira R de la métrique diagonale
suivante . ey
x 0 si i'#i
q (£.,f.,)= s (17)
i’71 . e
s si i'=i

1

N . . n
ol {fi/1$1<n} est la base canonique de R.
Avec une telle représentation, le carré de la distance du sommet N. 3

1'origine, représente l'inertie de la projection orthogonale du nuageyWQI)
sur le j—-8&me axe canonique porté par ej ; soit
2
(X, .-g. .. 18
L ougGeyime) ey, (18)
i€1
Dans ces conditions, le probléme de la classification des moindres
carrés en p classes non vides de V, consiste i déterminer la ou les par-
tition {Jr/ISrSP} de J, od, pour tout r, Jr#¢, de fagon & maximiser
T w(oiE_-ol?, (19)
Igrgp
ot m(r) est le cardinal de la classe J_ et ot H_ est le centre de gravité
de la r—éme classe
o
H = =5 Y N, (20)
i€J
T
L'expression analytique de (19) est la suivante :
1 2
z m(r) Z Ui[mz El_]] ’ (21)

ILrgp 1€ign JEJr

ou gij est la mesure centrée réduite (xij—gj)quj.

Nous allons montrer qu'une telle classification, du nuage,/VQJ) ainsi
défini, peut apparaltre comme une analyse factorielle sous contraintes de
/V'(I). Ces contraintes correspondent i imposer une forme donnée aux vec—
teurs br de la base {br/lgrsp} g-orthonormale, formée de vecteurs propres,

qui engendre 1'espace factoriel.
L'inertie du nuage4/V?I) projeté sur un tel espace est défini par
. 2_ ¢ : _ 2
z Z ui[q(br’Mi G)] z Z Ei[ E Brj(xij 8j)ij] ’ (22)
Igrgp i€ ILrgp 1€T IKigm

ol on a posé

b=} B_.e. (23)
J
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PROPOSITION. La classtfication des moindres carrés du nuage/V?J), définte
ct-dessus, est une analyse factorielle de /¥ (1) ou les axes factoriels
br(r=1,...,p) sont assujettis @ la condition suivante :

{? St'J&Jr
r)/vq.., st j€J
y(r) qJJ st jEJ_

(Vr=1,...,p), QI_#0);B_.= , (24)

rj

ou y(r)>0.

La condition précédente exprime que pour tout r, il existe au moins un
indice j, pour lequel Brj#o et que, pour un méme r, les seules composantes

non nulles de br’ sont respectivement proportionnelles aux nombres l/vhjj,
j=1,2,...,m ; le coefficient de proportionnalité y(r) &tant positif.
Le caractére orthogonal de la base {brfherp} impose nécessairement que

1'ensemble des parties {Jr/lénSp} forme une partition de J en p classes
non vides.

Le caractére q—orthogonal de la base permet de préciser le coefficient
de proportionnalité y(r), pour tout r. En effet, en &crivant q(br,br)=l on
obtient

z Bijqjj-—.l’ (25)
jeJr
qui donne
Y(r)=1/vn(r), (26)

ot m(r)=card(Jr).
Quant au critére optimisé
i 2
) L[y qb ,M-0)] 7, (27)
1<r<p, Igign

qui représente l'inertie du nuage/WQI) projeté gq—orthogonalement sur 1'es-
pace engendré par {br/lerp} ; 11 prend la forme suivante :
1 — 12

Igrsp igisn 2(T) e

r

qui se raméne bien, immédiatement, & 1'expression (21).
C.Q.F.D.

Dans le cas de 1'Analyse en Composantes Principales Normée ; la métri-
que diagonale q est définie par

(l/qjj)=s§= ) ui(xij-gj)z, (29)
i€1
qui représente la variance de la distribution de la variable Vs sur I. Le
plus souvent, on a U.=1/n pour tout i. Dans ces conditions, la suite des
composantes du point Nj est la suite des mesures

Eij=(xij‘§)/sj, i=1,...,n ; (30)

centrées réduites de la j—8me variable vj sur I. Les différents sommets
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N, se trouvent alors i égale distance | de l'origine.

Reprenons dans le cas général, la formule suivante de décomposition de
1'inertie totale du nuage (I)

Pug D=1 w01 G Eon® Iy [ o amlE@1% Gy
i€l j&J i€, lerp,jEJr i€T  1g<egp

ol on a noté

On voit avec cette formule que la classification en p classes recher-
chée doit &tre telle que la part d'inertie conservée soit la plus grande
lorsqu'on remplace sur chacun des individus i, la suite des n mesures
gij par seulement une suite de p mesures, dont chacune'gi(r), est la moyen-
ne des mesures d'une méme classe de variables. Cette moyenne &tant &qui-
pondérée ; on se rend compte que la classification fournit une approche
plus uniforme des diverses variables mises en jeu. Le caractdre uniforme
de cette approche, qui simplifie considérablement 1'interprétation, ne va
pas sans une perte de l'inertie retenue par rapport 3 une analyse facto-
rielle sans contraintes. Mais, il ne faut pas oublier qu'on peut aisément
interpréter sensiblement plus de classes que de facteurs ; par ailleurs,
des expériences ont pu montré, qu'au deld d'un certain seuil, un accrois-
sement de la variance retenue peut ne pas s'accompagner d'une interpréta-
tion plus nuancée.

IV ~ ANALYSE FACTORTELLE CONTRAINTE DE J ET CLASSTIFICATION DE L'ENSEMBLE
DES OBJETS.

Les notations sont celles du paragraphe précédent. En désignant par
{cr/lgrgp} une base q-orthogonale, le critére & maximiser dans une analyse

factorielle de/4/2J), se met sous la forme
* 2
I 1ld (e,N-0017, (32)
lsrgp, j€J
ol q* a été précisé en (17).
L'expression (32) se met analytiquement, sous la forme suivante :
2
' -
Z Z [Z UiY I‘i(xij gJ)quJ] s (33)
1grgp, J€J i€I
ol on a noté
_— 1 .
= L Yty (34)
1€ign
{fi/lsiSn} désignant, bien entendu, la base canonique de RY,
PROPOSITION. La classification des moindres carrés du nuage¢/VQI), est une

analyse factorielle de /V(J) ou les axes factoriels cr(r=1,...,p) sont
assujjetis ¢ la condition suitvante :
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0 s7 ﬂ&Ir
(Vr=1s"'sp)s(9Ir#¢) ’ Y'ri:: ’ (35)
§(r) o7 iEIr

ou 8(r) > 0.

Comme dans le cas dual précédent (cf.§3 ci-dessus), la condition expri-
me que pour tout r, il existe au moins un indice i, pour lequel y'ri#o et

que, pour un méme r, les seules composantes non nulles de Cs sont égales
4 un méme nombre positif.

Le caractére orthogonal de la base {cr/lerp} implique que 1'ensemble
des parties {Ir/lerp} définit une partition de I en p classes non vides ;
la r-éme étant indiquée par c..

o *
D'autre part, le caractédre q -orthonormal de la base, va nous permettre
de préciser la valeur du coefficient positif &(r).

* 2
q (e ,e)=1 (8(x)7H;=1, (36)
i€1
T
d'ot
8(r)=1//(r) avec v(r)=) Hys (37)
i€1
T
Dans ces conditions, 1'expression (33) du critére maximisé devient
1 2
Z v(r) Z [WZ ul(xlj g_])] qjj’ (38)
I<r<p I<j<m €T
laquelle, pouvant manifestement se mettre sous la forme
I vl ci?, (39)
I€rgp

avec les notations du paragraphe 2 précédent ; Gr est le centre de gravité

de la classe Ir et G, le centre de gravité du nuage/q/kl), total.C.Q.F.D,

V - CAS SYMETRIQUE D'UN TABLEAU DE CONTINGENCE.

On a pu se rendre compte d'une certaine dissymétrie dans la repré-
sentation et l'analyse entre le traitement des lignes, représentant 1'en-
semble des objets ou individus et le traitement des colonnes, représentant
1'ensemble des variables descriptives numériques (cf., §3 et §4). Cette dis-
symétrie est profondément dle 3 la différence de nature entre ce que repré-
sente une ligne et ce que représente une colonne. Il y a en effet autant de
différence entre une variable et un objet qu'entre un appareil de mesure
et 1'individu sur lequel se trouve effectuée la mesure. Dans les enquétes
ou études expérimentales, l'ensemble I des individus ou objets est défini’
d partir d'un échantillon choisi aléatoirement qu'on espére ''représentatif"
de la population &tudiée ; tandis que pour le choix de 1l'ensemble V des
variables de description, chacun de ses &léments est déterminé avec minu-
tie par le spécialiste des données en question et derriére une méme varia-
ble, il y a toute la connaissance et 1l'appréhension d'un domaine scientifi-
fique donné,
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La dissymétrie entre le traitement des lignes et des colonnes va dis-
paraitre dans le cas de l'analyse métrique d'un tableau de contingence
analyse des correspondances. Il s'agira dans notre cas de montrer qu'une
telle analyse factorielle, avec des contraintes 3 préciser, sur l'un des
cdtés du tableau IxJ peut apparaitre comme classification des moindres

~ P 2 =
carrés, au sens de la métrique du y~, sur 1l'autre c8té du tableau.

Commengons par rappeler la représentation géométrique du nuage /¥ (I)
(resp. /VYJ) ) associé & l'ensemble des lignes (resp. colonnes) du tableau
de contingence IXJ ; ce qui nous permettra de préciser nos notations pour
la suite.

La table de contingence représente le croisement de deux variables dé-
finissant chacune une partition sur la population &tudie. I (resp. J)
désigne ici l'ensemble des modalités ou valeurs de 1l'une des variables
(resp. de 1'autre) ; posons n=card (I) et m=card (J). A l'intersection de
la ligne i et de la colonne j du tableau de contingence indexé& par IxJ,
est le nombre kij de sujets (d'un échantillon de la population &tudiée,

en général) qui possédent la i-8me modalité du premier caractére et la
j—éme du second. On substitue a3 ce tableau de nombres entiers, celul des
fréquences relatives fij=(kij/k..) oid k.. est 1'effectif de 1'échantillon

concerné : k..=Z{kij/(i,j)€IXJ}. On compléte le tableau par deux marges ;
une marge colonne qui contiendra les proportions pi.=2{fij/j€J}’ i=t,...,n,
une marge ligne qui contiendra celles p.j=2{fij/iEI}, j=1,...,m. Ces fré-
quences relatives sont dites marginales ; pi.(reSp.p'j) est une mesure de

1'"importance" (numérique) de la i-&me (resp. j-8me) modalité du premier
(resp. second) caractére.

Pour analyser métriquement 1'ensemble des modalités du premier carac-
tére par rapport aux modalités du second caractére, on est conduit 3 re-

présenter I par le nuage suivant de R :

NV =it o, )rien, (40)
oil 3 i€I, on a associé le point de R™
i_ .1 i i
fj-(fl,...,fj,...,fm), (41)

dont la suite des coordonnées est la suite des proportions conditionnelles
i . L s P .
fj=(fij/pi ) : proportion, dans la i-éme classe définie par la premiére

variable partition, des individus possédant la j~&me modalité du second

caractére, on retient ainsi pour la description de i son "profil" & tra-
vers J. On préserve l'importance de présence de i en affectant le sommet

i .
fJ du poids P;. -
Relativement 3 1l'analyse de JWQI), on munit 1'espace ambiant R", dont
la base canonique est notée {ej/lstm} de la métrique q suivante
0 si h#j
q(e;,e )= (42)
>“h : . .
] ]/p_j si h=j
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Rappelons que 1l'introduction de cette métrique, dite du XZ’ se justi-
fie pour des raisons algébrique et statistique. la raison algébrique est
définie par le condition dite de 1'""équivalence distributionnelle' qui ex-—
prime que les distances entre éléments de I ainsi gue celles entre &lé- “/
ments de J, pour une représentation analogue de (@)) relativement arI,
restent invariantes lorsqu'on remplace deux éléments i' et i" de I de
masses respectives P;+ et p.n , qui ont la méme représentation dans RY,

pour un seul point i de masse pi.=pi,.+pi".. D'autre part, avec une telle
métrique (42) le carré de la distance entre i1 et i2 de I est exactement
la distance du X , par rapport a la 101 de probabilité {p /JEJ} entre
les deux distributions {f /JEJ} et {f /JGJ} Enfin, le moment total
d'inertie du nuage,/VkI) (resp./Y?J) est, au facteur k.. prés, la statis—
tique du X attachée au tableau de contingence.

I1 va sans dire que le nuage/W/(J) associé a J se trouve défini comme
suit

N =t e ysen, (43)
ol f; est le point de R"
j ] 3]
CITRTIIS S FRRRRE SO (44)

dont la suite des coordonnées est celle des proportions conditionnelles
ia
£ (fij/p.J)

Conformément 3 (42), 1'espace ambiant R™ du nuage/wp(J), dont la base
canonique est notée {f, /1< <n}, sera muni de la métrique q suivante

0 si 1'#1

q (fi’fi')= ’ (45)

.y .
l/pi si i'=1

Dans ces conditions, relativement 3 la recherche d'une classification
des moindres carrés de J, la formule (1) de décomposition de 1'inertie du
nuage /V'(J) devient

i__ 22 j_r,2 : r__ .2
z p'ijI gI" z [ z p.ijI gI" 1+ z p(Jr)IIgI gIH R (46)
JjEJ RS £92] jEJr 1€rgp

ol {J_/I<r<p} désigne une partition en p classes non vides de J. Le poids
de la r—-éme classe est noté

pU=1 p s, 47
1€
1SJ.
son centre de gravité est le point
T 1 i
= N 48
jeI_

La suite des coordonnées du point g; peut &tre notée

(f{r,...,fir,...,fir), ol
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. Jr .
(Vi€D), £ =£(1,J0) /p(I)=C ] £,0/C] 3, (49)
pp e
J Jr ] Jr
qui représente une proportion relative.
Le centre de gravité 81 du nuage totallq/(J) est le point dont la i-éme
coordonnée peut se mettre sous la forme (49)
pi.=( Z flj)/( Z P.j)
j€J jEJ
Le critére maximisé, seconde somme du second membre de (46), peut &étre
explicité comme suit

I el ] —— & e, )%, (50)
1<r<p ier v

Par ailleurs, l'inertie du nuage,/VkI) projeté sur le sous espace,
dont l'origine est placé au centre de gravité du nuage, engendré& par une
base g-orthonormale {ar/lSrsp}, est

R pi‘[q<ar,f§-gJ)]2}, (51)
1grgp, 1€1

En exprimant chacun des vecteurs a. par rapport 4 la base canonique de
R™ 3
(Vr=1,...,p),ar= Z ar.ej, (52)
I<jcm 3

la condition de normalisation s'écrit

‘ 2
¥r=1,...,p), . .)=1 53
( D, [ /e (53)
I<igm
et on a
i O i
q(ar)fJ-gJ)= z T (fj-p.j)) (54)
I<jsm -J
Si on impose maintenant & la suite des axes factoriels (a /1<r$p) la
condition suivante
0 si J¢Jr
(C): (¥r=1,...,p),( J #@) ; a_ =
T T. .o
] 8(x) p ; si JEJr,

oi §(r) > 0 ; 1l'ensemble des parties {Jr/lgrsp} définit une partition de
J dont chaque classe se trouve indiquée par un axe factoriel.

La condition de normalisation (53) permet de préciser §(r) ;

(¥r=1,...,p), 6(r)=1//b(Jr) ; (55)
de sorte que le critére maximisé (51) se met sous la forme
(£1-p j) 2. £(i,J0)=p; pUT) 2

. 1 (56)

DT

ILrgp, i€T €I

vpJ) ! Z [ YP; p(Jr)

1<rgp,1€T
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et 1l'expression (50) peut aisément se réduire 3 cette derniére forme ;
d'ol le théoréme

THEOREME. Relativement d un méme tableau de contingence IxJ de dimenston
m ; L'analyse factorielle des correspondances de dimension p (p<m) de I
4 travers J, sous la contrainte définte par la condition (C) ci-dessus,
est équivalente d une classification des moindres carrés de J en p classes
non vides.

A.1.2. Recherche d'un systéme de facteurs.

Pour 1l'interprétation "factorielle" d'une classification des moindres
carrés du nuage(1/(1), on recherchera ici un systéme de facteurs dont
chacun est présenté comme une fonction sur I. La forme retenue de 1'équa-
tion factorielle sera donc ici, la suivante :

Lugra(i, 9= 2, (1
i€l
dans cette formule, on a, pour simplifier, noté i au lieu de (Mi-G) (cf.

notation du paragraphe A.l1.1.) ; on peut d'ailleurs supposer une fois pour
toutes et sans restreindre la généralité qu'on a placé le centre de gravi-
té G du nuage 3 l'origine. q est, rappelons-le, la métrique dont se trouve
muni 1'espace ambiant du nuage. En vérité et contrairement au paragraphe
A.1.1. précédent, on "oubliera" 1'espace ambiant du nuage ; c'est-3-dire
1'autre cOté du tableau des données, pour ne retenir que le tableau des
proximités définis par les produits scalaires

{q(i',i)=q(Mi.-G,Mi—G)/(i,i')EIXI}, (2)

Toutefois, on précisera la correspondance entre facteur et axe facto-
riel associé.

Cette partie de notre &tude apparaitra, d'une certaine fagon, comme un

cas particulier de celle du paragraphe B.1.1. oli on cherche 3 présenter
factoriellement un arbre binaire de classification.

1. Définition de paramétres liés & la classification.

Désignons par

(II’IZ""’Ir""’Ip)’ (3)
la suite des classes ordonnée selon un crité&re qui apparaltra bientdt.
Comme ci-dessus (§ A.1.1.), on associera 3 chacune des classes sa masse
et son centre de gravité ' I

= = o = i .
(Yr=1,...,p),v(r)=J WysG = Y & Mi (4)
i€r i€T
r r

A la suite (3) de parties disjointes, associons la suite croissante
de parties

(I],I]UIZ,I]UIZUI3,...,I]UIZ

faisons correspondre 3 chacune de ces parties sa masse N(r) et son centre
de gravité H_,
r

U...UIp), (5
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My v(s),
(¥r=1,...,p), N(©)= | v(s), H_= ] ol L s  ®

s<r i€1.U...UI s§{r
1 T

Enfin, 3 la suite des couples de parties disjointes de la forme
(IIU"'UIr I I), on associera la quantité

= N(r)\)(r+1) "2
qui représente la part d'inertie perdue dans la réunion de I +] a
I UI U. UI ; r=1,...,p.

On suppose précisément que la suite (3) des classes est ordonnée par
valeurs croissantes de A(r). Ce choix qui, comme nous le verrons au para-
graphe B.1.1, est possible ; ne restreint en rien la généralité. Il a pour
raison une présentation plus fid&lement factorielle de la classification,

2. Base orthonormale de fonctions au sens de Helmert.

Désignons par P 1l'ensemble des entiers {1,2,...,r,...,p} muni de 1la
mesure {v(r)/I<r<p} ; P aura pour rdle dans la suite de coder les classes

de la partition {Ir/1<r<p}.

P . - . .
L'ensemble R des fonctions i valeurs réelles sur P est alors muni du
produit scalaire

<P,¥>= )} v(r)e(n)¥(r), (8)
ISrsp

pour tout couple (¢,¥) de fonctions numériques sur P,

L'espace des fonctions de moyenne nulle sur P :
P
{oer’ / ] v(r)é(r)=ol, €)
I<r<p
est de dimension (p—1). Une base orthonormale peut en &tre fournie par le

systéme de fonctions de Helmert (cf.[4]) qu'on notera (¢0,¢],,..
défini comme suit :

¢0

¢1 prend des valeurs non nulles sur {1,2} et ¢](2)>0,

est la fonction constante, é€gale 3 1 sur P

¢2 prend des valeurs non nulles sur {1,2,3} et ¢2(3)>O,

q)r

prend des valeurs non nulles sur {1,2,...,r+l1} et ¢r(r+])>0.

¢(p- )prend des valeurs non nulles sur {1,2,...,p} et ¢P° J(p)>0

Cette suite orthonormale de fonctions peut &tre déterminde de proche
en proche et on a

¢r(s)=-/v(r+])/VN(r)N(r+1), pour Ig<s<r

¢% (x+1)=/NTD) /o (Z+ DN (2+1)
¢r(S)=0, pour s>r+l ; (10)
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pour tout r=1,2,...,(p~1).
L'orthogonalité & ¢0 de la suite (¢],¢2,...,¢(p_])) exprime que chacu-
ne des fonctions ¢r, 1<x<(p—-1), est de moyenne nulle sur P. Ainsi, cette

suite de fonctions (¢r/1<rs(p—1) constitue une base orthonormale de 1'es-
pace (9) des fonctions numériques de moyenne nulle sur P,

Etendons naturellement la définition de chacune des fonctions de la
suite (¢T/1<r<p) i I en posant
$T(i)= ¢ [ classe (i)] ;

c'est-3-dire,
(¥s=1,...,p), (Vi€Is), 0T (1) =6 (s). (11)

De cette fagon, pour tout r=l,...,p—1 ; la fonction ¢r indique la
(r+1)éme classe de la suite (3) des classes, par rapport 3 la réunion des
classes qui précédent ; soit Ir+1 par rapport i I,U...UL..

3. Présentation factorielle de la classification

. - , . (p=- , .
Relativement a4 la suite des fonctions (¢1,¢2,...,¢‘p ])) sur I établie
ci-dessus (cf. formules (10) et (l11), considérons la matrice des proximi-
tés suivante entre éléments de I

{Qi,i")/(1,1")€Ix1}, (12)

(V(i,i)€T?), QUi,iN= T  A@e ()T (i), (13)
Igrg (p=1)

En désignant par s(i,i') 1'indice le plus grand de la classe contenant
1'un des deux objets i ou i', la somme précédente se ré&duit &

(¥(i,i)e1?),q3,i")= T amet@erdn, (14)
) r3f s(i,i")-1]
ol \(r) a &té& défini par la formule (7) ci-dessus.
3.1. Extension linéaire de la définition de Q.

Pour i fixé, la fonction Q(i',i) est constante par rapport & i', pour
i' décrivant une méme classe Ir’ Puisque la classification correspond &

projeter chacun des points Mi sur le centre de gravité de la classe 3 la-

quelle il appartient ; on posera

Q(i',i)=Q(Gr,i) si i'GIr, (15)
de sorte qu'on peut poser
QC § ai', D)= ] a;QG',i), (16)
i'er i'er
r r

pour tout systéme {ai'/i'EIr} de coefficients numériques. Le second membre
de (16) peut d'ailleurs se mettre sous la forme
. ~ . '
B.Q(G,,1) ol B.= [ aji, (16")

i'eT
T
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On étendra ensuite Q de fagon linéaire i 1'ensemble des combinaisons
linéaires de la forme Z Br(Gr-G), en posant

r

Ql I 8.(6-®1= ] B.Q(G-6), (17)
1<r<gp 1<rgp

On étendra enfin Q &4 1l'ensemble de l'espace engendré& par {Mi-G)/iGI}
en posant pour

M-G)= Z ai(Mi-G), ol pour tout i, a; est un nombre réel,

ie1

Q=6)= [ B .Q(G.-6)

Isrsp
od
Br= Z ai’ (]8)
i€l
r
3.2. THEOREME. La suite des fonctions (¢1,¢2,...,¢<p—1)) définit la suite

des facteurs normalisés de moyenne nulle de la matrice des proximités sur

I définte par (14) ; la valéur propre associé d o Stant A(r),r=l,..., (p=1).

. ., e .. N , L P P
L'axe factoriel wnitaire associé 4 ¢~ au sens de la métrique Q est défint
par

<Gr+1_Hr)

.~ (r=],---,(P"])
"Gr+1 Hr"

ou la norme .1 reste relative d q.

L'équation factorielle associée 4 Q se met sous la forme

(Vi€e1), Z ui,Q(i',i)W(i')=AT(i), (19)
i'er

En remplagant Q(i,i') par le second membre de (13) et en posant”¥=¢s,
le premier membre de (19) se met sous la forme

Tugl ] AT (DT (1)19°(1N, (20)
i'el IKrg(p=1)

En inversant & présent les deux signes sommes, l'expression précédente
devient

) MDD ] u et (W87 EN], (21)
IKrg(p-1) i'er
Compte tenu du caractére orthonormal de la famille de fonctions
{¢r/]<r<(p—1)} ; la quantité entre crochets n'est différente de O que si
r=s od elle vaut 1. La quantité (20) se ré&duit par conséquent & A(s)¢s(i) 5

ce qui prouve que la fonction ¢S est facteur, solution de (19), relative=—
ment 4 la valeur propre A(s).
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Reprenons 1'expression (21) sous la forme condensée définie par le pre-
mier nombre de (19) ; soit

Iy, edh, (22)
i'er
qui peut, compte tenu de la définition de ¢S, se mettre sous la forme

I O] w1, (23)
1segp iEIr

qui s'écrit, compte tenu de l'extension linéaire de Q (cf. § 3.1. précé-
dent), .
I v(nae,,i)¢"(r) (24)

ISESP

et en tenant compte de la définition de ¢° et de 1'extension lindaire de
Q (ef. (10), (17) ) le premier membre de (19) se ré&duit 3

M(s,s+1) QG |-H, 1), (25)

od on a noté
M(s,s+1)=N(s)v(s+1)/N(s+1), (26)

et ol HS a été défini au paragraphe | ci-dessus (cf. formule (6) ).

Compte tenu du second membre de 1'&quation factorielle (ecf. (19)) et de
la valeur de A(s) (cf. formule (7)), l'axe factoriel unitaire au sens de

‘ . = s P
q, associé au facteur ¢~ au sens Q, est défini par

A =6 B Me a1, (27)
on, a en effet
1
$°= — Q> (28)
vYA(s) s+l
et on a du méme coup démontré les relations
i=1,... €1, y="stD)
(Vi=1,...,s) (¥i IJ),Q(AS+],1) ‘ﬁTEI“)"G - |
. . N(s)
(viel ),Q(A v1i)= e  ,-g |
s+1 s+1 N(s+1) s+l “'s
(Vj=S+2,-..,p)(ViEIJ.),Q(ASH,i)=o, (29)

Ces derniéres formules peuvent s'obtenir directement apré&s un patient
calcul, & partir des relations (7), (10) et (13). On commencera pour cela
par établir 1es relations

Q(6;,6 y=—vh__ [N(h=1) IGzH 112+ 7 (2D e g2,
h N(h-1) N(h) B (h-1) ) N(r+1) “r+l r
r>h
pour j<h et
N(i=Dy. _ v(r+l) 2 .
Q6,6 ey Gy HG Hes i +Z[—(——)HG -8 119, I<j, bep. (30)

r>]
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D'autre part, on peut vérifier que le systéme d'axes factoriels
{AS/2§SSP} est Q~orthonormal. C.Q.F.D.

A.2. Critére du "saut minimal" ; recherche d'un systéme de facteurs.

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de reprendre ici 1l'inté&ressant travail de M. Gondran
(cf. [2]), mais avec une présentation formelle dégagée de certaines con-
tingences algorithmiques et qui respecte mieux la nature du rapprochement
voulu entre l'analyse factorielle et une méme classification d'un ensemble
I muni d'un indice de distance ou de proximité&, Cette classification est
celle d'un niveau donné de l'arbre binaire des classifications sur I, bati
pas d pas d partir du critére du ''saut minimal"”, et que nous présenterons
rapidement au paragraphe suivant.

Sans restreindre en rien la généralité ; nous supposerons que I est mu-
ni d'un indice de proximité "s" 3 valeurs dans 1'intervalle [0,1]. Ceci
nous conduira 3 munir cet ensemble de deux opérations Vet A (i.e. "max"
et "min") qu'on notera par 1'"addition" ® et par la "multiplication' x.
L'élément neutre pour ® (resp. *) est O (resp. 1). Le triplet ([0,1],®,%)
définit dans ces conditions un semi-anneau. Ces notatiofns sont beaucoup
plus conformes 3 1l'usage que celles de [ 2] ; elles ont d'autre part, un
rdle important dans la reconnaissance de la forme retenue de 1'équation
factorielle pour 1l'interprétation de la classification.

En exprimant la vraie nature de cette forme de 1'@quation factorielle,
nous verrons qu'il s'agit de la recherche d'un systéme de facteurs dont
chacun est défini comme une fonction sur I ; alors que dans [ 2] . On parle
de fagon un peu abstraite de la recherche d'un systéme de vecteurs de S0,

-~ - +, .
ol S représente R'U{w} et n est le cardinal de I.

D'autre part, nous nous dégagerons d'un intermédiaire algorithmique non
nécessaire dans la construction de cette présentation factorielle de la
classification et qui est 1'"arbre de longueur minimum”" (cf. [2]). En
effet, la notion essentielle est celle de proximité ultramétrique sur I
associée i l'arbre binaire des classifications basé sur le critére du
"saut minimal" (cf. § ci-dessous) auquel plusieurs algorithmes peuvent
conduire. De la sorte, certaines démonstrations deviendront plus directes.

Enfin, bien qu'il s'agisse de l'interprétation d'une classification ;
il ne faut pas oublier que cette derniére est celle d'un méme niveau de
1'arbre binaire des classifications mentionné ci-dessus. D'un certain point
de vue ce paragraphe A2 constitue donc un passage entre la section A et
celle B, ol il s'agit de présenter la recherche d'un arbre des classifica-
tions. D'ailleurs nous verrons au paragraphe B.2.1. que dans ce dernier
cas ; ce type d'approche devient plus mnaturel.

I1 - ARBRE DES CLASSTFICATIONS ET MATRICE ASSOCIEE DES PRUXIMITES ULTRAME-

TRIQUES.
On considére un ensemble I d'objets de cardinal n, qu'on peut noter sous
la forme I={1,2,...,i,...,n}, muni d'un indice de proximité "s". s est dé-

fini comme une application de IXI dans 1l'intervalle [0,1] ; associant &
chaque couple (i,i') de IxI, un nombre s(i,i'), compris entre O et
1(0gs(i,i"Yg1), qui "mesure'" la "ressemblance" entre i et i'. La fonction
s(i,i') respecte les deux conditions



LES PRESENTATIONS FACTORIELLES DE LA CLASSIFICATION 345

a) (¥(i,i")EIxI), s(i,i')=s(i',i) ; condition de symétrie,
b) (¥ieI), s(i,i)=1 ; condition d'échelle.

En tenant compte de la condition (a), on peut restreindre la définition
de s 3 l'ensemble des paires d'objets distincts de I, c'est-3-dire, 3 l'en-
semble PZ(I) des parties 3 deux &léments de I. On supposera pour simplifier

que la fonction s est injective sur ce dernier ensemble ; c'est-d-dire
qu'il n'existe pas deux paires distinctes sur lesquelles 1'indice s prend
la méme valeur. Dans ce dernier cas en effet, l'arbre que nous allons
associer 3 s est nécessairement binaire.

La définition algorithmique la plus simple de l'arbre des classifica-
tions basé sur le critére du 'saut minimal" est sans doute, la suivante :

On démarre avec la partition "discré@te'" od chaque classe contient un
seul élément de 1l'ensemble I 3 organiser. A chaque niveau on réunit les
deux classes les plus proches au sens de l'indice de proximité suivant
entre deux parties disjointes quelconques K et L de I

p(K,L)=max{s(i,j)/(i,])ERxXL}, (1
De la sorte, dans le cas ci-dessus mentionné oli s est injective sur
PZ(I) ; s1 le niveau O est celui défini par la partition discréte & n clas-

ses, celui 1, définit une partition & (n—1) classes. Le dernier niveau est
celui d'indice (n-1), il correspond & la partition '"grossiére' & une seule
classe.

Considérons & titre d'illustration, la configuration géométrique suivan-
te de 7 points et la matrice des proximités associée. Pour &établir cette
derniére, nous avons posé, en utilisant le cm comme unité

(V(i,)EI%,s (i, )= 7-d(i,1)] /7,

oi d(i,j) est la distance entre i et j. A une homothétie prés on obtient
la figure suivante :

X3
Xs
X7
X4
X6
X
X2
1 2 3 4 5 6 7
P A Y [ A o
1 1.
2 .857 1.
3 671 .586 ) 1.
4 .657 714 664 i.
5 264 .336 . 364 .607 1.
6 .186 .300 .193 .500 743 1.
7 .093 179 171 .436 .81u .800 1.

"matrice des proximités"
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L'arbre binaire des classifications associé par 1' dﬂorlthme précédent,
est le suivant.

1 2 4 3 5 7 6 Niveau
0

1

5

De nombreux algorithmes d'inspirations informatiques différentes condui-
sent 3 un tel arbre des classifications. On peut commencer par citer celui
de Mme Nicolau (cf. [12]) qui utilise le plus directement une notion de
proximité quelconque, en particulier celle (1) ci-dessus pour aboutir i la
représentation polonaise de l'arbre des classifications. L'algorithme de
Roux (cf. [13]) qui fait suite aux travaux de N. Jardine et de R. Sibson
(cf. [ 7)) fait appel i la notion de "distance ultramétrique inférieure
maxima". L'algorithme "lexicographique'" que nous avons proposé (cf. [10])

met en évidence que la seule donnée necessalre pour 1a constructlon d'un
tel arbre, a un caractére ordinal : il s'agit de la "préordonnance" sur I ;

¢'est-a-dire, le préordre total sur PZ(I) associé 3 1l'indice de proximité

sur I. On peut également citer l'algorithme de S.C. Jonhson (cf. [8]). En-
fin l'algorithme de M. Gondran (cf. [2]) utilise de fagon priviligiée 1l'ar-
bre de longueur minimale'” de J.B. KRUSKAL (cf.[9]) de fagon conforme a
J.C. Gower et G.J.S. Ross (ecf. [3]).

Nous désignerons par I] la classe définie par le noeud formé au niveau
1 ; ainsi dans l'exemple précédent 13={5,6,7}, IS={1,2,3,4}. a, et b in-
diqueront les deux classes composantes dont la réunion définit IQ ; ainsi
a3={5,7} et b3={6}, a5={1,2,4} et b5={3}. On notera par A, la valeur de
1'indice de proximité entre 3, et by conformément a la formule (1
A, =max{s (i,3)/(i,1)€ay xb, }, (2)

De par la définition de l'algorithme, on voit sans peine que la suite
des valeurs de XQ est strictement décroissante :

A]>A2>...>A >...>A(n_]), (3

On distinguera enfin par (CQ Q .. k,...,Cg&n_g)) la suite des classes

de la partition de niveau & Pour fixer les idées et sans restreindre en
rien la généralité, on suppose cette suite des classes rangée comme suit :

2
(a) Cl=IQ

') . L .
(b) p(C%,Ck) est une fonction décroissante de k ; I<kg(nL).
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L'ensemble des classes {Ci/ISks(n-R)} représente, ce que nous appelle-

rons au paragraphe B.l.l. suivant, 1'ensemble des '"parties maximales" au

niveau (2+1).

La proximité ultramétrique entre deux &léments i et j de I, conformé-
ment 4 1'arbre binaire des classifications ci-dessus défini, peut &tre
exprimée de deux fagons que nous montrerons bientdt &quivalentes. La pre-

.~ * ., . - PPN . - s .
midre est sl(l,J)=X2; ol £ est 1'indice du niveau ol i et j se retrouvent

réunis pour la premiére fois dans IQ.

La deuxiéme fagon est
sy(L, )= Vo {s(i,ipas(Lih AsLi, D), (4)
cex(i,])

ol c=(io=i, il’iZ""’ir’ir+l=j) est une chafne reliant i 3 j et oﬁ,Eb(i,j)

est 1l'ensemble de toutes les chalnes reliant 1 & j.

LEMME 1. (F(i,})EIXI) sT(i,j)=s;(i,j).

En appelant s(i,j) valeur de l'arec (i,j) ; dans toute chaine c(1,j),
1'arc le plus "ténu'" a une valeur nécessairement inférieure ou égale & Ag s
compte tenu de la définition de AR (cf.(2)). D'od

* . . %, . .
32(1,J)<X£=sl(1,3).
Soient (ia,ib) le couple de sommets de (aszz) tel que
AR=S(la’lb) 3
il existe nécessairement entre i et ia (resp. j et jb) une chalne dont les
sommets appartiennent & az(resp. bz) et dont chaque arc posséde une valeur

supérieure a Xz. Une telle chaine peut &tre construite pas 3 pas en partant

des deux sommets & relier et en considérant 3 chaque fois l'arc de valeur
maximale joignant les deux composantes d'un méme noeud, lesquelles conte-
nant respectivement deux sommets intermédiaires de la chaflne.

Par conséquent, on a nécessairement
¥,
S =
2 (1,3)=Ay C.Q.F.D.
~ . L c e P . .
Nous notons désormais s (i,j) la proximité ultramétrique entre i et j et

par $* la matrice carrée IxI des proximités ultramétriques. Dans 1'exemple
précédent cette matrice est la suivante

1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 .857 1
3 .671 .671 1
4 714 714 .671 1
S .6507 .607 .607 .8607 1
6 .607 .607 .607 .607 +800 1
7 .607. .607 .807 .607 814 .800 1

"matrice des proximités ultramétriques S"
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Lemme 2. Les sommets d'un méme noeud sont d égale proximitd ultramétrique
de tout sommet extérieur 4 ce noeud.
Soit Ij un noeud de l'arbre et soit j un sommet n'appartenant pas a I .
. . . * . » * . .
Il s'agit de prouver que (Vl,l'EIQ), s (1,j)=s (i\})
Or, on a nécessairement
* . ., * ., * ., * L, .
s (1,i")>s (i,j) et s (i,i )>s (i',3),
ce qui permet de se rendre compte du résultat en faisant appel & la forme
* . e . . . -
Sy de la proximité ultramétrique (cf.(4)) ; ou bien en faisant appel & la

propriété caractéristique d'un espace ultramétrique : 'Tout triangle est
isocéle, la base &tant le plus petit coté". C.Q.F.D.

Ces lemmes seront utilisés aux paragraphes suivants

ITI - FORME DE L'EQUATION FACTORIELLE

L'intervalle [ 0,1] est 1l'ensemble des valeurs possibles de 1'indice s
Munissons [ 0,1] des deux opérations Vet A (i.e. "max" et "min") qu'on peut
noter par 1'"addition" et par la "multiplication'" ® et * . Dans ces condi-
tions (0,1], ®, *) définit une structure de semi anneau od 1'élément neu-
tre pour l'addition est O et celui, pour la multiplicationm, 1.

Etendons la définition de l'addition ©® et de la mutliplication % 3 1'en-
semble Mn([O,l]) des matrices carrées d'ordre n, dont les &léments appar-

tiennent i l'intervalle [0,1]. Muni de ces deux opérationms, Mh([o,l]) ad-

met alors la méme structure de semi-anneau ol 1'élé&ment nul (i.e. neutre
pour 8) et ol 1'élément unité (i.e. neutre pour ¥) est dé&fini par la matri-
ce dont les seuls éléments non nuls sont ceux de la diagonale principale
qui sont tous &gaux i 1.

On indiquera par On la matrice nulle et par ln’ celle, unité. Dans ces

.. ¥ . . . e
conditions, S(resp. S ) désignant la matrice des proximités (resp. des pro-
ximités ultramétriques) sur I (cf. paragraphe précédent), on a les pro-
priétés suivantes, qu'il est facile de démontrer en utilisant la forme

*
sz(i,j) (cf. formule (4)) de la proximité ultramétrique s*(i,j) entre deux

sommets quelconques i et j.

*
= ) sk, (5)
Igkg (n=1)
s*= sxs®=g%xs, (6)
et
*_ Ko *
S7=5"9 1=1es, ¢))

ol le signe I est, bien entendu, relatif 3 1'"addition’ définie.

La forme de 1'&quation factorielle nécessaire ici pour interpréter la
classification est la méme que celle (1) du paragraphe A.1.2. précédent,
od l'inconnue est un systéme de facteurs dont chacun est défini comme une
fonction sur I. Ce systéme de facteurs, attaché& i un méme niveau { de 1'ar-
bre binaire des classifications, comportera (n—-9) &léments dont chacun in-
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diquera une méme classe Ci, 1<k<(n-%), de ce niveau (cf. §2 ci-dessus)

Avec les notations de ce paragraphe, l'équation factorielle devient ici
(Vi€D), § s(i',i)xdp(i') =\%¢(i), (8)
i'€e1
puisque chaque &lément de I est affecté& de la masse unité.

Dans la formule (8), la valeur propre est indiquée par A qui est un nom-
bre compris entre O et 1. La valeur que nous considérons bientdt de A pour

interpréter la classification {Ci/]{k&(n—l)} est précisément définie par
X2=p(al,bl) (cf. formule (2)).

Commengons par rappeler dans notre cadre les propriétés préliminaires
(lemmes 2 et 3 de [2]). Pour cela désignons par QK 1'ensemble des fonctions
sur I répondant 3 1'équation (8).

PROPRIETE 1. Pour toute fonction ¢ de @A, on a : (Vi€I),¢(i)gA

En effet, puisque s(i,i)=1, ¢ (1)< *¢p(i) ; ce qui implique nécessaire-
ment ¢(i)<A, pour tout i appartenant i I.

De la sorte, ®X apparait comme 1l'ensemble des fonctions ¢ 3 valeurs dans
1'intervalle [ 0,A], solutions de 1'é&quation

(vieD), [ s(',i)*p(i")=¢ (i), (9)
i'el

Considérons & présent pour A, la valeur Xl que nous venons de mention-
ner ci-dessus.
PROPRIETE 2. Pour toute fonection ¢ de QX(Q)’ les valeurs de ¢ sur une mé-

me classe Ci,]éké(n—l), sont édgales.

Compte tenu du critére de formation de la classification {Ci/l<k§(n—l)};

il existe nécessairement pour chacune des classes une chafne passant par
tous les semmets de la classe et dont chaque arc est de valeurs supérieure

ou égale XQ.

Soit Ci 1l'une des classes et (il’iZ""’ir) la chalne en question ; on

(Vj=]’2’...’(r-]))’S(ij’ij+1)>>\2.
Considérons alors la suite des équations
) s(',1 )% (i) =9 ()
I€i'<n
Ios(i',i%e (i")=0(i,)

1gi'<n

) s(i',i )% (1) =9 (i)

1Ki'sn
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oli ¢ apppartient & ®(A(R)).
La j-éme équation implique les deux relations suivantes
S(l(J_l),lJ)*¢(1(J_1))<¢(lJ),2\<J\<I‘
et
s(l(j+1)’lj)*¢(l(j+l))\<¢(lj) ’ IQJS(I'-])

Comme s(1( ]),1 )AS(l( +1),1 )>A2 pour tout j=2,...,{(r-1) ; les deux
relations précédentes deviennent

¢(1( ]))<¢(l ) 2\J\I'

et

La premiére, relation donne
TCIECTE RS TEIN R
alors que la seconde relation donne

ICI TCUNINPRN P TER)

Donc
¢<l])=¢<12)="'=¢(lr)' C.Q.F.D.
Remarquons que 1la proprlete 2 démontrée reste vraie pour toute valeur
propre K<A2 ; de facon précise, si Ag A toute fonction solution de 1'équa-

tion factorielle (8) est constante sur chacune des classes de la partitiom

fop/1gks(a-1)

IV - LE SYSTEME DES FACTEURS

L 2 2 L s
Reprenons la suite des classes (C 2""’Ck"“’C(n—2)) de la partition

de niveau £ de l'arbre binaire des cla331fications. Cette suite des classes
a été définie au paragraphe 2 ci-dessus aprés l'introduction des paramétres
Az (cf. formules (2) et (3)), & partir des conditions (a) et (b). Nous dé-

. . . n 2
signerons ici par i, un €lément courant de la classe Cy*

Le lemme 2 ci-dessus (cf. § 2) nous permet d'assurer que la proximité

-

ultramétrique entre deux sommets appartenant respectivement & Ci et a
Cﬁ(k#h), est la méme quels que soient les deux éléments choisis ; 1'un dans
C&. :t 1l'autre dans Cﬁ. Cette proximité& ultramétrique pourra donc €tre no-
tée s (ik,ih).
Considérons dans ces conditions la suite des fonctions
(¢1’¢2""¢k"“’¢(n—2)) oi la fonction ¢k sur I est définie de La maniére

suivante ¥i EC ¢k(l )=h, (10)

<Vh#k>, (v1, 860 ¢ b i) =8 (o iy) , 1K< (D)



LES PRESENTATIONS FACTORIELLES DE LA CLASSIFICATION 351

THEOREME. La sutte des fomctioms qu'on vient de définir (¢1’¢2""’¢(n-2))’

aonstitue une base unique de l'espace des solutions ¢(A2) de l'équation

factortelle (8) relativement 4 la valeur propre Al'

Les formules (10) montrent que chacune des fonctions indique une classe

de la classification . ¢k est attachée i Ci,lsks(n-l).

Commengons par montrer que ¢, est bien solution de 1'équation factoriel-

le (8) qui, nous l'avons vu, se réduit & celle (9)., Le premier membre de
cette équation

D os(i, e (1), (11)
i'€I
est, ne l'oublions pas, la transcription de
\Y (s(i',i)A¢k(i'), (1)
IKi'gn
Considérons deux cas :

PR )
(a) 1—1k€ck

¢)) i=ih§ci, oli h#k

Dans le premier cas, (a), la valeur maximum d'un m@me argument
s(i',ik)*¢k(i'), est obtenue pour i'=ik, old elle vaut exactement Al qui est

la valeur de ¢k(ik). On a donc bien
. 2 N . .
(VlkECk), z s(1',1k)*¢k(1')=¢k(lk)
i'er

Dans le deuxidme cas (b), l'expression (11) peut se mettre sous la for-
me

Dos(A',ixe, (108 ] s(i',i )%, (i1,

i'eci j#k,i'€C§
Or 2
¢k(i')=)\2 pour i'GCk (12)

et
¢k(i')=s*(ij,ik)=s*(i',ik) pour i'6c§.

de(?’

pour un quelconque sommet i

k k’
D'autre part, par construction, en se donnant un tel sommet ik’
* . . .
Kzss (1',1k), pour 1'€C1%, (13)
de sorte que l'expression (12) peut se mettre sous la forme
. . * ., .
z S<1h31')*s (ly’lk)’ (14)
Igi'gn
S s L

od 1, est un élément quelconque fixé dans Cy-

Mais (14) définit le terme de la ih—éme ligne et de la ik-éme colonne
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de 1la matrice SxS'. Comme sks¥=g® (cf. formule (6) §3 ci-dessus, 1'expres-
sion (14) est &gale 3

s™ (1,100, (i), (15)
pour h#k (cf. (10)).
On a donc bien aussi dans le deuxiéme cas (b), le résultat.
Soit 3 présent pune fonction quelconque de ¢(A2) ; on a
(Vk=1,...,(0=1)),¢2¢ (i, ) *%¢, , (16)

Cette relation est trivialement vérifiée pour ikEci, Considérons alors

ihecﬁ, pour h#k. Il s'agit de prouver

. 2 . . . 1

(Vi €C.,0 (1, )29 (1, )%, (i), (16")
relation qui se met sous la forme

. 2 . . .

(Vi €C0),0 (538" (i, 1) %0 (1)), (7
Or, par définition
oUip= [ s(i,i"% ", (18)
i'er

. Cro_s s i .y _: - . . s s . g
Soit (i o=l sl gs.nsd G+1) lk) la chalne reliant i, @ i qui réalise
¥ oo N cav e cr ey cy ey
s (4,1 s(i ol PF*s(i',1 ) ¥ ¥s(d ;o1 (j+1))’ (19)

La relation (18) entraine la suite des inégalités
L ] (38 | “t _“l
¢(1 m)zs(l m’l (m+l))A¢(- (m+1)), (20)
pour 0<m<j.

Ce qui, par transitivité, implique 1'inégalité (17) et donc celle, géné-
rale, (16).

Cette relation (16) permet d'écrire

1gkg< (n=-2)

Mais on a

%0 (1)

puisque

6 (i) <a(r)=p_ (i)

Par conséquent,

- . 2 . . .
(Vr=l,..., (@=)) (Vi €I ] o )%, (1) (22)
Igkg (n—-2)
qui est le reflet de 1'inégalité contraire de celle (21) ; donc
o= ] Vi (23)

1<ks (n=4)
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ol pour tout k=1,2,...,(n—l),Yk=¢(ik).

Ainsi, toute fonction solution de 1'é&quation factorielle est combinai-

son linéaire du systéme de facteurs {¢k/1<ks(n-2)}. Il reste 3 montrer

qu'il s'agit du seul systé@me libre. Supposons en effet que l'on puisse

avoir, pour k fixé,
o= L BXye (24)
I<hgm

oli, pour tout h’Xh§¢(kQ)°
Comme, pour ikéci,-
¢k(ik)=k22xh(i), pour tout i ;
il existe nécessairement un indice h , pour lequel
Xp (ik)=K2 avec Bh ;Kz.
o o
de sorte que
By X =Xp
o o o

la relation (24) montre alors que

Xh S¢k (25)
o
D'autre part, la relation (16) donne
Xh in*fi)k:qb K’ (26)
o
D'oili nécessairement,
Xh =¢k
° - C.Q.F.D.

Nous avons ainsi repris de fagon plus naturelle la démonstration du thé-
oréme de M. Gondran, en nous dégageant de l'accessoire que constitue 1'"ar-
bre de longueur minimale” dont 1'inté&rét est, comme nous l'avons signalé

ci-dessus, essentiellement algorithmique.

B. PRESENTATION FACTORIELLE DE LA RECHERCHE D'UN ARBRE BINAIRE DES
CLASSIFICATIONS.

B.1., Critére de 1l'inertie expliquée

B.1.1. Recherche d'un systéme de facteurs et d'axes factoriels associés.

I - DEFINITIONS ET PROPRIETES PRELIMINAIRES LIEES A L'ARBRE DES
CLASSTFICATIONS

I={1,2,...,n} désigne un ensemble de cardinal n. Un arbre binaire des
classifications sur I dont la suite des niveaux est indexé&e par
0,!,...,(n-1) ; peut &tre présenté comme la suite de ses noeuds

(II’IZ"“’Ij""’I(n-])) respectivement formés aux niveaux 1,2,...,(n-1).

Ainsi, 1l'arbre binaire suivant sur 1={1,2,3,4,5}
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Niveau 4 1 5 3
0

1

2

3
4

sera représenté par la suite des parties
({1,4},{3,5},{1,2,4},{1,2,3,4,5}H

De fagon générale, un noeud définira une partie mazximale au niveau j,
dans l1'un des deux cas suivants

) la partie contient un seul élément extérieur & chacune des parties
11,12,...,13. ; de I.

b) il s'agit de l'un des sous—ensembles Ih,lshsj ; tel qu'aucune autre par-
tie de I, parmi 11’12"“’I(j—1)’ ne l'inclue proprement.

Dans ces conditions, on se rend compte que la suite des noeuds
(11,12,...,I(n_1)=1) d'un arbre binaire des classifications est telle que
le noeud Ij(ISjS(n—l) se déduit de la réunion de deux parties maximales
au niveau j.

Réciproquement, soit une suite de parties (II’IZ""’I(n-1)=I) de I
telle que pour tout j=1,2,...,(n~1), Ij est formée de la réunion de deux

parties maximales au niveau j. Une telle suite définit nécessairement un
arbre binaire des classifications sur I. Les deux parties maximales dont
Ij est la réunion seront respectivement notées a(j) et b(j).

Nous revenons ici dans le cadre de la classification d'un nuage de
pOintS/WQI)={(Mi,ui)/ﬁEI} situé dans un espace euclidien muni d'une métri-
que q. On a une décomposition du moment total d'inertie du nuage

_ 2
M= 1w -6l®, (1)
i€l

selon les différents noeuds d'un arbre, en l'occurence binaire des classi-

fications :
M- 1 Ay )

1<j<(n-1)
od Aj est la différence entre le moment d'inertie de la nouvelle classe Ij

et de ses deux sous—classes composantes
Aj=}YkIj)-[+Yka(j))+ bGNT ; (3)

il s'agit de la part d'inertie perdue en remplagant I. par ses deux classes
composantes a(j) et b(j). On a J
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_ MaIvb ()] U )
A= Jv(lj)J I a(i)1 -6l b(iHIN*, %)

oi va(i)], \[b(3)] et v(Ij)=V [a(i)I+bd(]

désignent respectivement les masses de a(j), b(j) et I(j) ; od, d'autre
part Gfa(j)] et G[b(j)] sont les centres de gravité des classes a(j) et
b(i).

Nous supposons 3 présent que l'arbre binaire des classifications sur I
que nous allons devoir bientdt interpréter de fagon "factorielle", est bati
de maniére ascendante en partant de la partition "discr&te'" ol chaque clas-
se contient exactement un objet, pour aboutir & la partition ''grossiére'

3 une classe I. A chaque pas de la construction de l'arbre on réunit la
paire de classes, supposée unique, qui minimise le critére (3) & partir
de sa forme (4).

En notant la quantité (3) ou (4) sous la forme Af[a(j),b(j)] ; on a

A(Ij,1h>=vrfﬁ;gzigy{{v<a<j>>+v<1h>1A[a<j>,1g

+ B+ ABG), L) V(I8 k() ,b()T T, (%)
pour toute partie maximale Ih au niveau j.
Cette formule permet de montrer que la suite des valeurs
(KI’Az""’A(n-l)) de (4) attachée 3 la suite croissante des niveaux de

1'arbre, est strictement crotssante.

II - BASE ORTHONORMALE DE FONCTIONS SUR TI.

Commengons par signaler que la forme de 1'équation factorielle retenue
pour interpréter l'arbre binaire des classifications sur I, construit en
optimisant 3 chaque pas, la part locale affectée du critdre de 1'inertie
expliquée, est la méme que celle du paragraphe A.1.2. ; soit

I e, DeEN=23E), (6)
i'e1
avec les notations adoptées dans ce paragraphe.
Nous allons, de la méme mani&re, que dans [ 1], construire dans un cadre
ici plus général, une base orthomormale (¢1,¢2,...,¢r,...,¢(n_1)) dans

1'espace des fonctions i moyenne nulle sur I. La fonction ¢° associée au
noeud Ir de la suite des noeuds (Il""’Ir"°"I(n-1)) représentant 1'arbre

binaire, est définie comme suit

ii€
a. s a(r)

OT(i)={B,  sii€b(x) (7

0 si 1€¥Ir
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ot a, Mal+B Vb ]=0
: (8
o Wal+82 b ] =1

En convenant de ar>0 et 8r§0, on obtient

1/2

a V(b )/V(@IV(I))]
(9

B =V mepvapl 2

Il est alors facile de vérifier que le systéme des fonctions ¢r,
1€r<(n-1), est bien orthonormal ; c'est-d-dire,
(V1sT,s<(n-1), | u 6" (D)e%(i)=s __, (10)
i€1
oll 6rs=1 (resp. 0) selon que r=s (resp. r#s).
L'espace des fonctions de moyenne nulle sur I &tant de dimemsion (n-1) ;

(¢1,¢2,...,¢(n_1)) constitue une base orthonormale de cet espace.

III - PRESENTATION FACTORTELLE DE L'ARBRE DES CLASSTFICATIONS.

3.1, Métrique sur I associée 3 la base (¢1’.'.[¢(n—])).

Relativement & la suite des fonctions (¢l,...,¢(n-]) que nous venons
de définir ci~dessus (formules (7) et (%)), considérons la matrice des
proximité@s suivantes entre éléments de I

{Qi,i")/(1,1")€Ix1}, (11)

V(i,i0€1%,Q(4,i0= [ A@eT (DTN, (12)
I<rg(n-1)
1'étendue de la somme précédente peut en fait se ré&duire 34 n (i,i')<r<(n~1)

oi n(i,i') est le plus petit indice du noeud incluant les deux sommets i
et i',

A partir de 1l'extension linéaire de ¢r, 1€r<(n-1), 3 1'espace engendré
par {(Mi-G)/ﬂEI}, on peut étendre linéairement Q par rapport 4 l'un de ses

arguments. Rappelons ici que pour alléger les formules précédentes ((6),
(10),(11) et 12)) on a noté i pour (Mi—G).

1L'extension linéaire de ¢r, 1grg(n-1), sera définie par la formule

$"C T p; =] pyeT(D=plaa_+p(b )8, (13)

1€1 i€l
T

ol {pi/ﬁEI} est une pondération sur I & coefficients réels, od
P(ar)= Z P;>s P(br)= Z p;

i€a i€b
T T
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oi enfin a et Br ont 8té définis dans les formules (9),

Avec la formule (13), en considérant une masse totale 1, on yérifie :
¢r( Z My i) =¢r(G)=0, pour tout r=l,...,(n-1).
ier
Avec une telle extension, on a
. . T,. T, .
Q( } pyi,in= ] Arpaa s LD+ ) A(r)p(b B ¢ (1) =

i€l 1£r&(n-1) 1<rg(n-1)

= ] p;Q(i,i", (14)
ie1
3.2. THEOREME. La suite des fonctions (¢1,¢2,...,¢(n_1)) définit la sutte
des facteurs normalisés de moyenne nulle sur 1, de la matrice des proximi-—
tés sur 1 définie par (11). La valeur propre associée & ¢r est )\(r),

r=1,...,(n-1). L'axe factoriel unitaire associé d ¢° au sens de la métrique
Q, est défint par'[G(ar)—G(br)]/HG(ar)—G(br)H, r=1,...,(n-1), ou la norme

I .l reste relative 4 q.

L'équation factorielle associde 3 Q se met sous la forme
I ugrQE, 106 =20 (), (15)
i€l
pour tout i€I.
En remplagant Q(i,i') par le second membre de (12) et en considérant pour

¢ la fonction ¢°, le premier membre de (15) devient

Tue [ ] Mo (e"(iN] ¢°(N, (16)
i€ 1gr<(n-1)
En intervertissant & présent les deux signes sommes, 1'expression précé-
dente devient _
[ 2@etMr ] 67 @He®Eny, (.
1grg (p=1) i€1

Compte tenu 3 présent du caractére orthonormal de la famille de fonctions
{¢r/l<r$(n-l)}, la quantité entre crochets n'est différente de 0 que si s=r
od elle vaut 1. L'expression (17) se réduit par comnséquent 3 x(s)¢s(i) ; ce

qul prouve que la fonction ¢S est facteur, solution de (15), relativement i
la valeur propre A(s). s=1,2,...,(n=1).

Reprenons le premier membre de (15) odi ¢ est remplacé par ¢° ; soit
I uaG,e’dh, (18)
i'er

compte tenu de la dé&finition de ¢S (cf. (7), (8) et (9)), l'expression pré-
cédente se réduit &
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a, ) owpQE,D+B, L wpd', D), (19)

S
i'€a i'eb
s 5
en tenant compte 3d présent de l'extension linéaire de Q par rapport a l'un
de ses arguments (cf. § 3.! précédent) et des valeurs de a et de BS, on
obtient pour (19)

1/2
v(as)v(bs)

[ -*_—:ETZS__] o 6la)=G(b),1] (20)
Considérons 3 présent le second membre de 1'@quation factorielle (15)
avec ¢=¢S et X=KS donné par la formule (4) ci-dessus. On obtient alors la

formule classique en analyse factorielle,

s 1
¢ = —— Q(a), (21)
VA § ,
]
ol
AS=[G(as)—G(bsﬂ/HG(aS)—G(bS)H, (22)

. . . - S
est l'axe factoriel unitaire au sens de q, associé au facteur ¢~ au sens
de Q.

On a ainsi démontré les relations
[v(bs)/v(IS)].HG(aS)-G(bS)H pour iEas,
Q(ag,1)= -[v(as)/v(xs)].Hg(as)—c(bs)ﬂ pour i€b_,
0 pour ﬁ?Is. (23)

A partir de 13, on peut vérifier la Q-orthonormalité du systéme d'axes
{AS/ISSS(H-I)}.

C.Q.F.D.
IV - RECONSTITUTTION DU TABLEAU DES DONNEES
4.1. Cas général.
Considérons la situation du paragraphe 3 de A.1.1. oi le nuage/V?I) est

associ& 3 la description d'un ensemble fini I d'individus au moyen d'un
ensemble fini V de variables descriptives numériques. La reconstitution de

i S S P i . éfini
la suite des composantes (xll’x12’ ’flJ’ ’xlm) du point M, sera définie

par la suite des composantes du point Mi défini par
M, =G+ N Q(M;-G,A )A_, (24)
Igrg(n=1)
Le nuage des pgints

VD=, u) /i€, (25)

a bien pour centre de gravité le point G, centre de gravité du nuage/VkI).
D'autre part, on peut vérifier que par rapport 3 la métrique Q, le systéme
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dés facteurs de/WQI) est bien défini par la suite de fonctions
(¢],¢2,...,¢(n_])) précisé ci-dessus (cf. formules (7) et (9)).
On reconstitue ainsi la j—&me composante orthogonale X3 du point M. au

moyen de la j-8&me composante orthogonale iij de ﬁi’ définie par

~

- r,.

X578 ) /Xr¢ (l)U(Ar,ej), (26)
Igrg(n-1)

ou g, (resp-U(Ar,ej)) désigne la j—-éme composante du centre de gravité G

(resp. de l'axe factoriel A).

4,2. Cas d'un tableau de contingence.

Dans le cas de l'analyse d'un nuage/W/(I) associé 4 1'ensemble des li-
gnes d'un tableau de contingence IxJ (cf. § 5 de A.1.1.), la formule (26)
précédente devient

B v 1 ATo ey, (27)

.]
1<rs(n~1)

. =i . i -
ol fj reconstitue f. et od
a b a b

r r r r

avec a
T 1 i
gy =—— I p; £} (28)
(a). :
P8 jea
r
(revoir les notations du paragraphe 5 de A.I.1.)

A partir de la formule (27) on obtient

~

= r.
£57p.p {1+ ) /A9 (1)qa el (29)
Igrg(n=1)
ol q est la métrique dont on munit 1'espace R (cf. formule (43) § 5 de
A.l.1)

Puisque le point gj=(p 2P ) m) est centre de gravité du nua-

ge R _ ¥
Nw=(E e, yrien,
on a bien

f..=p .,
L £5=p (30)
i€r

-

mais on vérifie également 3 partir de la formule (29) qu'on a

L3579,
i€J
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4.3. Cas d'une correspondance symétrique.

Une correspondance symétrique sur IxXI est définie par un systéme de
nombres positifs de somme 1 :

{£;;+/(1,i")eIx1}, (31)
tel que

PR _
(v(i,1 )GIXI),fiiv fi'i’ (32)

Il est trés rare qu'un tel systéme (31) de nombres représente celui des
fréquences défini par une vraie table de contingence. Le plus souvent, le

tableau carré (31) des nombres f , se trouve dé&fini & partir des formu-
les
(¥(i,1)EIxD), £; ;0= ] (£;55505/p ), (33)
JEJ
oud
{f /(1,J)EIXJ} (34)

IXJ

est la distribution empirique de probabilité sur IxJ associde & un vérita-
ble tableau de contingence IxJ (cf. §5 de A.l.1I).

Or l'analyse factorielle du tableau (34), orientée vers la définition
des facteurs, est équivalente & celle du tableau symétrique (31). Pour
reconstituer les nombres de ce dernier conformément aux facteurs

¢1,¢2,...,¢(n—]), précédemment définis et associés & l'arbre binaire des
classifications sur I (cf. § | ci-dessus) ; on "oubliera" la représenta-
tion vectorielle de I & travers J et on utilisera directement la formule
de reconstitution

A
£.i07py,

p ol T /TN (N, (35)
Igrg(n~1)
pour tout couple (i,i') € IxI.

On peut alors vérifier que la correspondance (35) admet comme facteurs
relatlvement aux valeurs propres A AZ""’A(n-l)’ la suite des fonctions

¢ ,¢ ¢(n D ; pour une representation de I & travers I dans RI, muni

cette fois—ci de la métrique habituelle du xz.

C'est cette formule (35), directement proposée dans [ 1] pour une corres—
pondance symétrique (cf. (31) et (32)) qui a été le point de départ de la
recherche des sections A.1.2. et B.1.1l. Par rapport & cette formule , nous
avons commencé par nous situer dans le cadre général d'un nuage de points
dans un espace euclidien. Nous avons considéré& 1'arbre binaire des classi-
fications (cf. §! ci-dessus) (resp. la classification (cf. § | de A.1.2.))
quli s'impose dans cette présentation factorielle ; c'est—-a-dire, dont la
construction est basé@e sur le critére de 1l'inertie expliquée. Nous avons
en conséquence précisé les valeurs propres (cf. formules (4) du paragraphe
1 ci-dessus (resp. formules (7) du paragraphe 1 de A.1.2.)) et donné la
correspondance entre facteur et axe factoriel associé. Nous avons enfin
8tabli une reconstitution conforme du tableau des données.
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B.2. Critére du "saut minimal" ; recherche d'un systéme de facteurs.

I - INTRODUCTION

Le cadre est ici le méme que celui du paragraphe A.2.1. Dans ce dernier
on a interprété factoriellement l'ensemble des classes de la partition dé-
finie & un niveau donné de l'arbre binaire des classifications bati pas a
pas sur le critére du "saut minimal". Cette forme de 1l'interprétation nous
parait plus naturellement adaptée pour la présentation factorielle de la
suite des noeuds (II’IZ""’II"'"I(n~1)) de 1'arbre binaire des classi-

fications (cf. §1 de B.1.1.). On attachera & chaque noeud Il’ I8¢ (n-1),
un facteur WQ qui 1l'indiquera, relativement 3 la valeur propre Ay (ef.

formule (2) § 2 de A.2).
Commengons par rappeler la forme de 1'équation factorielle
(W€I), ) s(i',i)*¥(i')=A¥(1), (N
i'el
La propriété 1 du paragraphe 3 de A.2 reste trivialement vraie ; de
sorte que l'ensemble ¥()) des solutions de 1'équation (1), apparait comme

1'ensemble des fonctions sur I & valeurs dans 1l'intervalle [0,A], répon-
dant 3 1'équation

(FEI), ] s(i',i)*¥({i')= ¥(i), (2)
i'el
D'autre part, la propriété 2 (§ 3 de A.2) est vraie sur C%=IQ ; elle

est donc vraie sur chaque partie Il de I, définie par un noeud de l'arbre ;
1L (n-1).

I1 - LE SYSTEME DE FACTEURS

A chaque partie I, de I définie par un noeud de l'arbre, associons la
fonction Yo sur I définie comme suit

(ViIEIR)’ ¥o(d)=Ay (cf. formule (2), § 2 de A.2).
(ViET,), ¥, (i) =s%(1,i)), 3

- _¥,. . o s P . .
ol s (1,11) est la proximité ultramétrique entre le point i et 1l'un des

sommets i  de I, (voir ici les lemmes | et 2, §2 de A.2).

1 1

L'ensemble des parties maximales au niveau (2+]) est précisément 1'en—

semble des classes {C%,C%,...

dans la section A2 (cf. §2), oli on avait posé IQ=C%. Si ﬂEcﬁ, pour j>1,

*,.. . . . ..
s (1,11)=s*(1j,11) quel que soit le couple de sommets (1j,1]) de C?xc%.

,Cz(n-l)} de la partition de niveau k définie

THEOREME. La suite des fonections qu'on vient de définir
(WI’WZ’""WQ""’W(n—l)) constitue un systéme unique de facteurs indépen-—

dants ou le facteur WQ est relatif & la valeur propre xz.
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La démonstration est analogue & celle du théoréme correspondant du
paragraphe 4 de la section A.2. On peut remarquer que la fonction WZ est

identique & celle ¢ ¢ associée au niveau % de 1'arbre (cf. formule (10)

§ 4 de A.2.). Par conséquent ¥, est facteur relativement & la valeur pro-

pre kg ; 1g(n-1). L

D'autre part, pour la raison qu'on vient d'invoquer, si ¥ est facteur
relativement 3 la valeur propre KZ’ on a

ol Yg est la valeur commune de Y sur IZ' Cette relation est le reflet

de la relation (16)(§ 4 de A.2) pour k=1. D'autre part,
(ViIEIQ),W(i])SYQ*WZ(iI) puisque Wz(i])=K22W(i])=YZ ;
et
. } i ¥ .. .
(V1¢I2\ ,W(l)<Y£*wQ/(l)=¥(ll)*S (1!11) ’
ol i] est un point quelconque de I2 et ol s*(i,il) est la proximité ultra-
; en vertu de la formule (2) ci-dessus. Donc

métrique de 1 3 i1

EN TR (5)
finalement
W=YZ*WZ, (6)

ainsi ¥ est 'colinéaire'" au facteur Wz

Les valeurs Kz(]$2§(n-l)) étant fixées ; il nous reste & prouver qu'il

s'agit du seul systéme libre de facteurs. Supposons en effet qu'il existe
un autre systéme libre de facteurs respectivement associés au Kz,

{w /1gkg (-1}, (7N
et que l'on puisse avoir
You L (8)
Ik (n=1)

Puisque Wg(i)<kg, pour tout i ; la relation (8) se ré&duit nécessaire-

ment a
Yo = 1 B (9
Igkg(n-1)
Soit iIEIZ ; comme Wz(i?=K22wk(i), pour tout i1 de I et tout k compris entre

2 et (n—2) ; il existe nécessairement un indice ko tel que

Wy (il)=k2 avec Bk zkz
o o
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De sorte que

D'ailleurs, k ~est nécessairement égal 2 £ ; car pour k>1, on a
(¥ie1), wk(1)<)\2
Ainsi, en vertu de (9),
wgswz, ) (10)
Mais, nous avons montré ci-dessus (cf. formule (4), la relation
w22w2(1])¥‘yl=‘i’2 . (11)
car Wz(i)skz=w2(il), pour tout i de I.

Donc finalement,

w,=Y (12)

L L
pour tout 2=1,...,(n-1).
C.Q.F.D.

C. CONCLUSION

Au terme de notre &tude, nous allons chercher & répondre briévement a
la question : "Quel est 1l'intéré&t de ces différents types de rapprochement
entre la Classification et 1'Analyse Factorielle"?.

Nous avons montré avec insistance que ces rapprochements correspondent
tous 4 des présentations factorielles du résultat de la Classification
"non "hiérarchique " (section A) ou bien "hiérarchique" (section B).

L'int8rét concret de telles présentations est de ''comprendre" la nature
de l'interprétation du résultat d'une classification par rapport & celle
d'une analyse factorielle et d'avoir ainsi un &lément de réponse relative-
ment 3 la structure la plus adaptée pour représenter synthétiquement la
table de données ; s'agit-il d'une structure en classes de proximité? ou
bien d'une structure par axes en composantes? (cf. §l.1.1, surtout).

Ces présentations ont d'autre part le mérite d'"expliquer" aux prati-
ciens des méthodes des deux formes d'approche de l'analyse des données
(i.e. Analyse Factorielle et Classification) pourquoi il arrive qu'une

région du plan factoriel soit dominée par une classe (cf. § A.1.2.) ;
pourquoi une opposition entre deux parties du plan factoriel, refléte une

opposition entre deux noeuds de l'arbre des classifications (cf. § B.1. et
[6]). Ces analogies ont d'autant plus de sens que le méme critére est en
jeu (cf. § A.1 et B.1). C'est au paragraphe A.1.1 que la liaison est faite

de la fagon la plus intime puisque les deux cOtés du tableau de données
sont le plus explicitement présents dans le rapprochement entre les deux
types de structure de synthése.

Un intér@t majeur de ces présentations factorielles de la classification
est théorique. Ces derniéres permettent des rapprochements formels insou-
pgonnés (cf. § A.2 et § B.2, surtout) entre les deux types de techniques
en analyse des données. Ces interprétations factorielles sé&duiront certai-
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nement les tenants de l'approche géométrique dans 1'analyse des données.

Toutefois, ils doivent se garder de croire que de cette fagon ils saisi-

ront le propre de la Classification qui reste essentiellement algébrique,
combinatoire et statistique.

En effet, alors que pour l'analyse factorielle, 1'équation a un rdle
opérationnel puisqu'elle conduit & la solution de la représentation con-
densée ; ici, 1'équation factorielle ne fait qu'"habiller'" une classifi-
cation ou un arbre des classifications obtenus par un algorithme tout 3
fait indépendant qui optimise un critére de forme donnée. D'ailleurs,
deux critéres seulement ont &té ici envisagés ; ce sont les plus classi-
ques. Mais, il en existe d'autres, d'importance. On peut signaler par ex-—
emple celui basé sur la quantité d'information mutuelle pour 1'analyse
d'un tableau de contingence. Indiquons en ce qui nous concerne, que l'in-
dice de proximité entre classes, permettant de construire l'arbre 'dé&tail-
18" des classifications de notre méthode de classification hiérarchique,
ne se réduit 3 aucun des critéres présentés. Il s'agit en effet de la
vraisemblance d'un lien qui a la méme forme que (1) (§ 2 de A.2) ; mais
ol les similarités s(i,j) se reflétent a une échelle [0,1] de probabilité
ol la notion de ''ressemblance" est mesur@e par une notion de "vraisem—
blance”.

Pour terminer, nous diroms, compte tenu de tout ce qui précéde : "Une
équation factorielle ne permettra jamais de construire une classification”.
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